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Zur Theorie der algebraischen Differentialgleichungen 

erster Ordnung. 

(Von Herrn Georg Wallenberg.) 



Herr Fuchs*) hat die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür aufgestellt, dass die Integrale einer Differentialgleichung erster Ordnung 

(A.) Fiz, y, y') = 0, 

worin F eine ganze rationale Function von y und y' mit von z abhängigen 
Coefßcienten bedeutet, feste Verzweigungspunkte besitzen. Diesen Bedin- 
gungen hat Herr Poincar6**) eine andere Form gegeben, und da ist von 
besonderer Wichtigkeit die von* ihm angegebene vierte Bedingung***), weil 
dieselbe sich am besten dazu eignet, in Bedingungsgleichungen für die 
Coefßcienten der Differentialgleichung (A.) umgesetzt zu werden f). Diese 
Bedingung sagt aus, dass F in der Differentialgleichung (A.) einer Relation 
genügen muss: 

av dF dF , D I? , i-i 9P 

worin P und Q ganze rationale Functionen von y und y^ bedeuten, deren 
Coefßcienten von z abhängen. Das heisst mit anderen Worten: Alle Inte- 
grale von (A.) genügen der Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(B.) y"+Q = 0; 

oder die Differentialgleichung (A.) muss eine Integralgleichung erster Ordnung 
der Differentialgleichung (B.) sein. — Diese Bedingung gewinnt an Wichtig- 



*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie; Sitzung v. 26. Juni 1884; S. 699. 
•*) Acta Mathem. 7 : 1; p. 1. „Sur un theoreme de M. Fuchs.^ 
***) I. c. p. 3. 
t) Vgl. meine Diss. „Beitrag zum Studium der Differentialgleichungen erster Ord- 
nung etc." S. 41, 42; oder Zeitschrift für Math. u. Phys. XXXV, 5; S. 268, 269. — 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 1. 1 



2 Wallenberg, zur Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung. 

keit durch eine Untersuchung von Herrn Picard*). Derselbe zeigt, dass 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung (B.), deren Integrale feste Ver- 
zweigungspunkte besitzen sollen, nothtoendig die Form haben muss: 

(2.) »"+Ä»'+S = 0, 

worin R eine Function ersten Grades, S eine Function dritten Grades in y 
ist, mit Coefficienten, welche von z abhängen. Den in meiner Dissertation, 
S. 41, Anmerkung ••) aufgestellten Bedingungsgleichungen müssen daher die 
Coefficienten jeder Differentialgleichung erster Ordnung genügen, deren 
Integrale feste Verzweigungspunkte besitzen. 

Ferner hat Herr Poincare***) durch ziemlich schwierige Betrachtun- 
gen, welche der Theorie der birationalen Transformationen zweier Rie- 
tnanmcher Flächen in einander angehören f), gezeigt, dass das allgemeine 
Integral einer Differentialgleichung (A,), deren Integrale feste Verzweigungs- 
punkte besitzen, algebraisch sein muss, wenn das Geschlecht der durch 
F(ä, y, y') = definirten algebraischen Function y' von y grösser als 1 ist 
(vorausgesetzt natürlich, dass F(z, y, y') auch von z algebraisch abhängt); 
andererseits geht aus den Untersuchungen meiner Dissertation hervor, dass 
die Integrale auch in auffallend vielen Fällen algebraisch sind, wenn jenes 
Geschlecht gleich 1 oder ist. — Endlich hat Herr Fuchs ff) für die Unter- 
suchung der algebraischen Integrirbarkeit der Differentialgleichungen erster 
Ordnung eine Methode angegeben, welche auf folgendem Theorem beruht: 
„Wenn das allgemeine Integral einer algebraischen Jrreductiblen Differential- 
gleichung erster Ordnung (A.) algebraisch ist, so lässt sich dasselbe in der 
Form darstellen: 

r = R(z, y, J\ 

wo r die willkürliche Constante, R eine rationale Function ihrer Argumente 
bedeutet und /t durch die Gleichung F(a, y, z/) = definirt wird." — Da 
nun bei dieser Methode der zweite Differentialquotient der Integrale der 



*) „Memoire sur la theorie des fonctions algebriques de deux variables." Journal 
de Mathematiques pures et appllquees (Lioumlle), 1889. 4. Serie, t. V, p. 135 u. f.; 
p. 277 u. f.; p. 281, No. 8; p. 293, No. 15. 

*♦) Siehe auch Zeitschrift für Math. u. Phys. XXXV, 5; S. 268, Anm. 
♦*♦) 1. c. 

t) Cfr. meine Diss. p. 8 oder Z. f. Math. u. Phys. XXXV, 4; S. 196. 
tt) Sitzungsber. der Berliner Akademie, 11. Dez. 1884, S. 1171; cfr. meine Diss. 
S. 8 oder Z. f. Math. u. Phys. XXXV, 5; S. 269, 270. — 
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Differentialgleichung (A.) eine wesentliche Rolle Bpielt, so kam ich anf den 
Gedanken, gerade mittels dieser Methode zu untersuchen, in wie weit die 
dorch Gleichung (2.) gegebene Gestalt des zweiten Differentialquotienten 
Ober die algebraische Integrirbarkeit der Differentialgleichung (A.) allein 
entscheidet*). — In der vorliegenden Arbeit will ich die Untersuchung 
zunächst auf den Fall beschränken, dass die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung (2.) eine lineare homogene ist: in der That ist es mir gelungen, 
in diesem Falle zu einem abschliessenden Resultate zu gelangen; einen sehr 
speciellen Fall habe ich bereits früher erledigt**). — 



Es sei gegeben eine irreductible algebraische Differentialgleichung 
erster Ordnung: 

(A.) F(*, y, y') = 0, 

iD welcher F eine ganze rationale Function von «, y und y' bedeutet. Die- 
selbe möge die Eigenschaft besitzen, dass alle ihre Particularintegrale einer 
linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

(B.) y"+W+f^y = 

genügen, deren Coefficienten rationale Functionen von z sind; mit anderen 
Worten: die Differentialgleichung (A.) soll selber eine Integralgleichung erster 
Ordnung einer Differentialgleichung (B.) sein***). — Wenn also tj ein Parti- 
cularintegral der Differentialgleichung (A.) ist, so müssen der Voraussetzung 
gemfiss die Gleichungnn bestehen: 

(1.) F(z, r,, ri) = 0, 

(2.) V'+^V+W = 0. 

Durch Differentiation von (1.) erhält man unter Berttcksichtigung von (2.): 



*) Im Folgenden wird also über die Differentialgleichung (A.) sonst nichts voraus- 
gesetzt; auch nicht, dass ihre Integrale feste Yerzweigungspunkte besitzen. 

*♦) Z. f. Math. u. Phys. 1890, XXXV, 6; S. 341. 

•**) Aus dieser Voraussetzung folgt bereits, dass die Int^rale der Differentialgleichung 
(A.) feste Verzweigungspunkte besitzen, da die Integrale der Differentialgleichung (B.) 
diese Eigenschaft haben. 

1* 



4 Wallenberg, Äiir Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Eliminirt man daher y' aas 

(A.) F(2, y, y') = 

und 

durch das Euklidische Kettenbruchverfahren, indem man D(F) durch F 
dividirt, dann F durch den Rest u. s. f., so gelangt mau schliesslich zu 
einer ganzen rationalen Restfunction y(«, y), welche nur von z und y ab- 
hängt und für y = 1? ebenfalls verschwinden muss. Nun war aber der Vor- 
aussetzung gemäss T] ein beliebiges Parti cularintegral der Differentialgleichung 
(A.); ferner kann man nach einem bekannten Satze von Cauchy rj stets so 
wählen , dass einem vorgeschriebenen Werthe ä = äo ein f)orgeschriebener 
Werth I? = i7ü entspricht. Es verschwindet daher die ganze rationale Func- 
tion y(Ä, y) für wiükürliche Werthepaare ä, y; d. h. sie muss identisch ver- 
schwinden. Daher muss D(F) mit F einen gemeinsamen Factor besitzen, 
oder, da F als irreductibel vorausgesetzt war, muss D(F) durch F theil- 
bar sein*): 

Es sei nun: 

F(z, y, y') = A,y'-+A,y'-''+-^+A^^,y'+A^, 

worin die Ai ganze rationale Functionen von z und y bedeuten; so folgt 
aus (4.) zunächst, dass y' in x höchstens im ersten Grade vorkommen 
kann, also: 

wo Q und ganze rationale Functionen von y mit rationalen von s ab- 
hängenden Coefficienten sind. — Ferner folgt aus (4.) durch Vergleichung 
der Coefficienten von y'"*+*: 

-^ - oA- 



*) Setzt man nur voraus, dass ein Particularintegral fj der Differentialgleichung (A.) 
der Differentialgleichung (B.) genügt, so stehen zwei Möglichkeiten offen: entweder 
q>(z, y) verschwindet nicht identisch; dann ergiebt sich tj aus (f(z, i?) = als algebraische 
Function von s, doch können in diesem Falle ausserdem auch noch transcendente Inte- 
grale der Differentialgleichung (A.) vorhanden sein; oder aber q>(z, y) verschwindet 
identisch y und dann lassen sich dieselben Folgerungen ziehen wie in der vorliegenden 
Abhandlung. 
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das ist aber nur möglich, wenn a = ist; d. h. x tnuss von y' und gleich- 
zeitig Ao von y unabhängig sein. Endlich ergiebt sich aus (4.) das Glei- 
chungssystem: 

(5.) ^ + ^^^(^^^k)XA,^(m^k+l)^yA^, = z.A,. 

C* = ü, 1, ..., m) 

Angenommen, x sei vom rten Grade in y und r>>0, so ergiebt sich, da 
Au vom nullten Grade in y ist, aus (5.) successive, dass 

Ai vom (r+l)-ten, 

A2 vom (2r+2)-ten, 



Aj, vom (&r+&)-ten, 

A^ vom (fwr+fii)-ten 
Grade in y ist Femer folgt aber aus (5.) für & = fw: 

es würde also, wenn man die höchsten Grade vergleicht, 

mr+m = (m+l)r+m 

sein müssen; das ist aber nur möglich, wenn r = ist; d. h. x ist von y 
unabhängig und Aj, höchstens vom kten Grade in y. 

Es gelingt nun, in der identischen Gleichung (4.) durch Multiplication 
der Function F(a, y, y') mit einem geeigneten nur von z abhängigen Factor 
X zum Verschwinden zu bringen: multiplicirt man nämlich beide Seiten der- 
selben mit einem nur von z abhängenden Factor r, so erhält man unter 
Berücksichtigung der Relation 

dF dvF ,„ 

,/> N dvF . dvF , dvF ,. , , . /' , "' ^ c 

Man hat also zu dem angegebenen Zwecke nur v aus der Gleichung 

— ^x = 

V 

zu bestimmen, — Enthält F(z, y, y') ein von y und y' freies Glied q, so 
folgt aus (4,): 

q' = x.q oder x = —] 



6 Wallenberg, zur Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung. 

in diesem Falle ist daher einfach v = — zu wählen, d. h. man muss die 

Diflferentialgleichung (A.) durch q dividiren; ist ein solches Glied nicht 
vorhanden, so ergiebt sich v nur dann als rationale Function von ss, wenn 
sc selber die logarithmische Ableitung einer solchen ist (was, wie wir später 
sehen werden, nicht immer der Fall zu sein braucht). Wir setzen nun im 
Folgenden voraus, dass F(z, y, y') ein von y und y' freies Glied enthalte, 
und denken uns die Differentialgleichung (A.) bereits durch dasselbe dividirt, 
so dass die Identität (4.) nach Obigem die Gestalt annimmt: 

Ferner denken wir uns F nach Dimensionen in Bezug auf y^ und 
y geordnet: 

F = /)^+/)^.,+...+/),+...+/)^ 

derart, dass D^ die Glieder mter, /)„_i die Glieder (m— l)-ter, . . ., /)* die 
Glieder ftter, ..., D^ die Glieder erster Dimension in y' und y enthält, mit 
rationalen Functionen von z als Coefficienten, während Do nach Obigem 
eine Constante (= 1) ist; dabei ist zu bemerken, dass nicht alle Dj, in F 
vorhanden zu sein brauchen. — In der Identität (7.) können Glieder ver- 
schiedener Dimension sich nicht gegenseitig aufheben; folglich müssen, da 

dDk . dDk f dDk .. t , s 

wieder von der Arten Dimension in y^ und y ist, die D^ einzeln der Relation 
(7.) genügen. 

Wenn nun das allgemeine Integral der Differentialgleichung (A.) 
algebraisch ist, so kann dasselbe*) in der Form angesetzt werden: 

(8.) /• = ß(5, y, J), 

worin J durch F(a, y, J) — definirt ist und demgemäss R vom (m— l)-ten 
Grade in Bezug auf J vorausgesetzt werden kann. Durch Differentiation 
von (8.) ergiebt sich, wenn man berücksichtigt, dass 

ist: 

W = l^+f '-§(^'+''»)- 



*) Siehe Einleitung S. 2. 
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Da aber J bereits der irreductiblen Gleichung 

genügt, 80 mu88 die rechte Seite der Gleichung (9.) durch F theilbar sein 
und, wenn dieselbe von niedrigerem als dem mten Grade in J ist — was 
eintritt, wenn in R der Coefficient von J"^"^ von y unabhängig (also auch 
eventuell gleich Null) ist — sogar identisch verschwinden. Giebt es um- 
gekehrt eine rationale Function R höchstens (m— l)-ten Grades in J^ welche 
dieser Bedingung genügt, so ist das allgemeine Integral der Differential- 
gleichung (A.) algebraisch. — Es sei nun Dj, die erste nicht verschwindende 
Function in der Reihe der Functionen D^, D2? •••? ^m-i? so genügt /)* 
n. 0. den an R gestellten Forderungen, sodass in der That die Differential- 
gleichung (A.) algebraisch integrirbar ist; ihr allgemeines Integral lautet: 

(10.) r =/),(«, y, jy, F(z, y, ^) = 0. 

Dieser Schluss versagt nur, wenn alle Functionen Z)i, JDj, . • ., /^m-i identisch 
gleich Null sind, d. h. wenn F ausser dem von y und y' freien Gliede nur 
Glieder einer einzigen Dimension enthält. In der That kann in diesem 
Falle die Differentialgleichung (A.) transcendente Integrale besitzen, wie 
folgendes Beispiel lehrt: in der Differentialgleichung 

PQ^. y, y') = «tf''+(3«-l)»y'^-4yY-4(Ä+l)y^+(3«+l)^ = 0, 

welche ausser dem von y und y' freien Glieder nur Glieder dritter Dimension 

enthält, genügt F der Relation: 

dF . dF , dF f 3»— 2 , ^ 3g+4 \ 9 ^ 

■öi" + "9ir^"'ö7V-3rpr^""^"3MTy>' - "3^+T'^^ 

oder fj = -70— rT\r • ^ der Relation: 

ÖS + öy ^ dy' V 35+1 ^ ^ 3s+l ^J "' 
sodass F = ein Particalarintegral erster Ordnung der linearen homogenen 
Differentialgleichnng zweiter Ordnung 

„ , 3s— 2 , o 35+4 ^ 

i' + 3hT «'-2-3^^1» = ^ 
darstellt; und doch ist ihr allgemeines Integral transcendent; es lautet 

nämlich : 

y = -r^"""+c»e', 

c 

wenn c die willkürliche Constante bedeutet. 



g Wallenberg, zur Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Dass aber in dem vorliegenden Falle die Integrale der Differential- 
gleichung (A.) auch algebraisch sein können, möge folgendes Beispiel 
zeigen: in der Differentialgleichung*) 

genügt F der Relation: 

dF ^dF , dF f b , 1 \ ^ 

ibr aUgemeines Integral lautet: 

oder in der Fuchsachen Form: 

wobei J durch 

als algebraische Function von y und z definirt ist. — 

Es erhebt sich hier also die Frage, unter welchen Bedingungen eine 
der Relation (7.) genügende Differentialgleichung (A.) auch dann noch, 
wenn F ausser dem von y' und y freien Gliede nur Glieder einer Dimension 
enthält, algebraische Integrale besitzt; die Beantwortung dieser Frage be- 
halte ich mir für eine spätere Gelegenheit vor. 

Was femer den Fall angeht, dass F kein von y' und y freies Glied 
enthält**), so ist zunächst klar, dass F wegen der Irreductibilität der Diffe- 
rentialgleichung (A.) mindestens Glieder zweier verschiedenen Dimensionen 
enthalten muss, da es sich sonst in Linearfactoren von der Form y'—Qy, 
wo p nur von ss abhängt, zerlegen Hesse. Wenn daher in der Relation (4.) 
X die logarithmische Ableitung einer rationalen Function von is ist und dem- 
gemäss die Relation (4.) n. 0. durch Multiplication von F mit einer ratio- 
nalen Function von ss auf eine Relation von der Form (7.) reducirt werden 
kann, so ergiebt sich aus den vorhergehenden Entwickelungen, dass auch 
in diesem Falle die Differentialgleichung (A.) algebraische Integrale besitzt. 
— Ist dagegen x nicht die logarithmische Ableitung einer rationalen Func- 
tion, so werden in den Coefficienten und Integralen der Differentialgleichung 

(A.) i. a. transcendente Functionen von der Gestalt e^' auftreten. So 

♦) Vgl. meine Diss., S. 26, oder Z. f. Math. u. Phys. XXXV, 4; S. 214, Gl. (J*.). 
**) Vgl. S. 6. 
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lautet z. 6. für die Differentialgleichung 

in welcher F der Relation 

dF , dF , , dF / 3«-2 , 2» \ 2z „ 

genügt, das allgemeine Integral: 

Wenn die Differentialgleichung (A.) nicht linear homogen ist, so 
können sich nicht sämmtliche Integrale derselben um eine blosse Constante 
unterscheiden; aus der algebraischen Integrirbarkeit der Differentialgleichung 
(A.) folgt dann also auch die der linearen homogenen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung (B.), deren Particularintegral erster Ordnung sie ist — 
Wir können daher schliesslich die gewonnenen Resultate in den folgenden 
Satz zusammenfassen: 

^ Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung (B.), 
deren Coefficienten rationale Functionen f)on ss sind, ein algebraisches Partie 
cularintegral erster Ordnung (A.) besitzt, welches ausser dem t?oit y' und y 
freien Gliede mindestens Glieder zweier verschiedenen Dimensionen enthält, 
so sind ihre sämmtlichen Integrale algebraisch.^ 

Berlin, Februar 1895. 
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lieber die Ordnung der Enveloppe solcher ebenen 
Curvenreihen, deren Individuen sich in Gruppen von 
je w ordnen lassen, welche den Punkten einer Geraden 

projectiv sind. 

(Von Herrn 0. Zimmermann in Danzig.) 



In seiner y^Introdusione ad nna teoria delle cum piane^ (Uebersetznng 
von Curtze, S. 150, No. 104 f,) giebt Herr Cremona für die Ordnung der 
oben bezeichneten Enveloppen, wenn w = 1 ist, eine Formel, welche, wie 
der berühmte Verfasser bemerkt, in vielen Fällen gültig ist (a. a. O., S. 151). 
Indessen drückt die Formel, wie hier gezeigt werden soll, nur das Maximum 
aus, welches die betreffende Ordnung erreichen kann. 

Ist nämlich a> = 1, femer n die Ordnung der Curven der Reihe, und 
^ die Anzahl derjenigen ihrer Individuen, welche durch einen beliebigen 
Punkt der Ebene gehen, so wäre nach der angeführten Stelle die Ordnung 
der Enveloppe 2ii(|U— 1). Dass diese Formel unvollkommen ist, ergiebt ihr 
Anblick, denn es fehlt in ihr der zweite Index v, welcher anzeigt, wie 
viele Curven der Reihe eine beliebige Gerade beillhren. 

Historisch erklärt sich dieser kleine Fehler dadurch, dass in der 
Entstehungszeit der Introdmione der Keim zu der Theorie der Indices oder 
Charakteristiken erst eben von de Jonquiäres gelegt worden war, und man 
den zweiten Index noch nicht beachtete, bis Chasles sich der Sache be- 
mächtigte. 

Im Folgenden soll nun die etwas allgemeinere Formel ohne Be- 
nutzung der eigentlichen Theorie der Charakteristiken nur durch Anschauung 
entwickelt werden. 

Es sei also in der Ebene eine Curvenreihe itter Ordnung gegeben, 
von welcher je ^ Individuen durch einen beliebigen Punkt gehen, während 
jedem Punkte einer beliebigen Geraden a eine Gruppe von u> Individuen 
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der Carvenreihe entspricht Umgekehrt soll einer jeden solchen Gruppe 
von w Carven nur ein eimiffer Pankt der Geraden a entsprechen. 

Wir bestimmen die Ordnung der Enveloppe der Reihe, indem wir 
die Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer beliebigen Geraden b der Ebene 
ermitteln. Der Schnittpunkt der beiden Geraden a und b heisse 0. Durch 
einen beliebigen Punkt b} der Geraden b gehen fi Curven der Reihe, 
welchen auf der Geraden a die /w Punkte 

al, aj, aj, . • ., af 
entsprechen mögen. -Wir ziehen die Geraden 

alb}; ajb}; a?b}; . . .; arb}. 

Dieselben umhüllen, während der Punkt 6} die Gerade b durchläuft, eine 
Curve, welche wir durch 6 bezeichnen wollen. Dieselbe hat die Gerade b 
zur n.tt^-fachen Tangente. Ihre Berührungspunkte sind nämlich die n.w Schnitt- 
punkte von b mit derjenigen Curvengruppe der Reihe, welcher der Punkt 
entspricht. 

Ferner ist die Gerade a eine ^-fache Tangente der Curve 6 und 
ihre Berührungspunkte entsprechen den durch gehenden fi Curven der Reihe. 
Mithin ist die Curve (5 von der Klasse n.tr+^. 

Denn von jedem Punkte der ^-fachen Tangente a gehen noch n.w 
und von jedem Punkte der n.ir-fachen Tangente b gehen noch fi Tangenten 
an die Curve. 

Angenommen nun, die Curve (S hätte ausser a und b keine viel- 
fachen Tangenten mehr, so wäre sie von der Ordnung 

(nw+fi)(nw+iLL-'l)--nw(nfv-'l)-'fi(iLi'-'l) = 2nfi%D 

und schnitte die Gerade b ausser in ihren nw Berührungspunkten noch in 

2nfjiW'-2nw = 2«tr(,u— 1) 

Punkten )). Dies wären dann auch zugleich die Schnittpunkte der Geraden 
b mit der Enveloppe der Reihe, welche durch E bezeichnet werden möge. 
Der Beweis fUr diese letzte Behauptung liegt darin, dass für einen Punkt 
t) der Geraden b zwei der Curven der Reihe, welche ihn passiren, zusammen- 
fallen. Denn von den ^ Tangenten, welche von t) an (5 gehen und a in den- 
jenigen Punkten a treffen, denen die durch p gehenden Curven der Reihe ent- 
sprechen — von diesen Tangenten fallen zwei unendlich benachbarte zusammen. 
Das bedeutet, dass auf a zwei von den erwähnten Punkten a zusammenfallen, 

2* 
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und dies wiederum besagt, dass von den Ourven der Reihe, die durch p 
gehen, zwei zusammenfallen. Mithin wäre die Enveloppe E von der Ordnung 

2iitt?(^— 1). 
Aus dieser Formel ergiebt sich für ir = 1 die in der Introduzione an- 
gegebene Zahl 

2fi(/x-l). 
Dieselbe gilt aber nur unter der Voraussetzung, dass die Curve ® ausser 
a und b keine vielfachen Tangenten besitzt. Denn, wäre dies der Fall, 
so würde sich die Ordnung der Curve ® und damit • zugleich die Ordnung 
der Enveloppe E vermindern. Demnach stellt die in der Introduzione an- 
gegebene Zahl nur das Maximum der Ordnung dar, welches- die Enveloppe 
E für den Fall tr = 1 nicht überschreiten kann. 

Um die Ordnung von E genau zu ermitteln, mUsste man also die 
ausser a und b etwa noch vorhandenen mehrfachen Tangenten der Curve 6 
kennen. Diese Kenntniss zu erwerben, dürfte jedoch mindestens lästig sein, 
ausserdem aber würde dieselbe nur ein abgeleitetes, nicht aus der Natur 
der betrachteten Curvenreihe direct in die Augen springendes Merkmal 
liefern. 

Statt dessen genügt es aber, den Index y zu kennen, welcher anzeigt, 
wie viele Curven der Reihe eine beliebige Gerade der Ebene berühren. 
Denn alsdann erfährt man sofort die Ordnung der Curve 6, weil man er- 
mitteln kann, in wie vielen Punkten die Gerade a von der Curve 6 ausser 
in ihren Berührungspunkten geschnitten wird. Daraus ergiebt sich dann aber 
wieder die Ordnung der Enveloppe E. 

Bezeichnet nämlich 35 einen Punkt, in welchem die Gerade b von 
einer Curve der Reihe berührt wird, und bedeutet 31 denjenigen Punkt der 
Geraden a, welchem die betreffende Gruppe jener Curve entspricht, so ist 
31 ein Punkt der Curve 6. Denn von 31 gehen an diese Curve zwei Tan- 
genten, welche in die Gerade 3123 zusammenfallen. So viele Berührungspunkte 
33 es also auf b giebt, so viele Schnittpunkte hat die Curve (5 ausser ihren 
Berührungspunkten mit der Geraden a gemein. Daher ist die Ordnung der 
Curve 6 gleich 2fi+v. Daraus ergiebt sich die Ordnung der Enveloppe 
E gleich 

(1.) 2(fi--nw)+v. 

Das Maximum dieser Zahl ist gleich 

(2.) 2iia?(^~l). 
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Damit dasselbe erreicht werde, mass sein 

(3.) y = 2^(iiM?-l). . 

Beispiel: 

Es sei eine Curve mter Ordnuüg C^ vom Geschlecht gegeben, 
und man soll die Ordnung einer ihrer ParaUelcurven bestimmen. Wir be- 
trachten die Parallelcurve als Enveloppe der Kreise von constantem Radius r, 
welche ihren Mittelpunkt auf C^ haben. Alsdann ist: 

« = 2, 
(4.) ^ = 1/ = 2m, 

IT = 1, 
und die Ordnung der Enveloppe ist nach (1.) im allgemeinen gleich 

6m-4, 
während die Formel der Introduzione das unrichtige Resultat 

8111-4 
liefert, denn die Gleichung (3.) ist nicht erfüllt fttr die Werthe (4.). 
Danzig, Februar 1895. 
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Sur le döveloppement des fonctions en s6rie 

ordoimöe suivant les puissances du sinus et du 

Cosinus de la variable. 

(Par M. F. Games Teixeira ä Porto, Portugal.) 



Ju^tade da d^veloppement des fonctions en s^rie ordonn^e suivant 
les puissances du sinus et du cosinus de la variable m6ne k l'^tude pr^li- 
minaire des courbes d^finies par T^quation |sin«| = c^ c repr^sentant une 
constante reelle positive et z une variable complexe Xi+iyy. Ces courbes 
sont ^tudi^es dans les premiers n*"'. du präsent memoire, Nous y verrons 
que, si est c^l, cette 6quation repr^sente une infinit^ d'ovales et que, si 
est c > 1, eile repr^sente une courbe compos^e de deux branches plac^es 
sym^triquement par rapport k Taxe des abscisses et qui s'^tendent jusqu'k 
rinfini dans le sens des abscisses positives et dans le sens des abscisses 
negatives, en faisant une s^rie d'ondulations d'amplitude 6gale. 

Quand est c ^ 1 , si la fonction f(x) est holomorphe dans Taire 
limit^e par un des ovales repr^sent^s par T^quation |sinÄ| = c, cette fonction 
peut 6tre d^velopp^e en s^rie de la forme 

laquelle a lieu pour toutes les valeurs de x repr^sent^es par les points de 
rint^rieui* de Tovale consid^r^. On pourrait faire la d^termination des 
coefficients -^o? -^u -^21 ••• au moyen de la s6rie de Burmann; mais nous 
donnons ici une mani^re plus simple de les obtenir [formule (13.)] et nous 
en faisons application k la fonction x^, ce qui nous m^ne aux formules 
(14.) et (15.). 

Quand est c > 1, si la fonction f(x) est holomorphe dans Faire in- 
finie comprise entre les deux branches de la courbe |sinj5| = c et si eile 
admet la p^riode 2n, la fonction est, comme on va le voir, susceptible du 
d^veloppement suivant: 

f(x) = Aii+Ai^inx+AiSin^x-l |-cosa:[ßx+J?28ina?+ß38in^a?+---], 
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et uons donnerons des formales pour le calcul des coefficients Ao^ ^i, «.., 
Bij £3, . . .. On coDsid^re ensaite le cas oü la fonction f(x) admet la p^riode 
2(o, reelle ou imaginaire, et on fait application des r^sultats tronv^s ä la 
fonction elliptiqne sna;. 

I. 

Sur les d^Teloppements de f(x) suivant les puissances de sina; qui ont lieu dans une aire limitee. 

1. Soit /*(«) une fonction holomorphe dans une aire A, x l'affixe 
d'an point qnelconqae de Tint^rieur de cette aire et snpposons que l'^qaation 
Binj5 =s n'a qu'nne senle racine dans Taire consid^r^e et qne x est assez 
pen diflf^rent de cette racine ponr qu'il soit, le long du contour A, 

(1.) |sinaj| < Isina]. 

Dans ce cas l'^qnation 

(2.) sin Ä — sin a? = 

a anssi nne seule racine dans l'aire A. 
Cela pos^, je consid^re Tint^grale 

f(zi)cossidi 



/ 



sm»— smaj 



oü 8 repr^ente le contour de l'aire A. Comme T^quation (2.) a une seule 
racine k Tint^rieur de s, nous avons 






et, en d^veloppant Tint^grale, qui entre dans cette formule, suivant les 
puissances de sino;^ 

(3.) fix) = -^ü+^iSin^rH l-^„sin'*a:+---, 



oü est 



(40 An = ^f 



ou encore 



(5.) ^n = -ö^ / 



f(z)c08zdz 



2. La question pr^c^dente nous conduit k chercher une aire teile 
que, pour tout point x k Tint^rieur et pour tout point ss du contour, on ait 

|sina?| <C |sin«|. 
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Pour r^soudre cette qaestion on doit Stadler les coorbes d^finies par 
r^quation 



|8ina| = c, 



ou, en posant « = a?i+tyi, 



(6.) 4-Vsin^^,cos^fyi— cos^a?i8in^'yi = c, 

c repr^sentant une constante reelle quelconque. 

On voit imm^diatement que t/i e8t une fonction p^riodique de Xi dont 
la Periode est 4gale k ti; il suffit donc d'^tadier la partie de chaque courbe 

qui correspond aux valeurs de Xi comprises entre ""-^ ®t -^* On voit 

au8si que la courbe est sym^trique par rapport aux axes des coordonn^es; 
il suffit donc d'6tudier la partie correspondant aux valeurs positives de 
a^i et Hl. 

Cela pos6, nous allons consid^rer s^par^ment le cas oü est c^l 
et le cas oü est c > 1. 

V\ cas. Supposons premi^rement qu' est 

c ^ 1. 

En posant premi^rement a?i = et ensuite yi = , on voit que la partie 
consid^r^e de la courbe coupe Taxe des t/i au point dont l'ordonn^e est 

6gale älog(c+ycM-l) et Taxe des Xi au point dont Tabscisse est ^gale 
ä arcsinc. 

En posant dans T^quation (6.) 1— cos^i^i au lieu de sin^i^i et en la 
r^solvant ensuite, il vient 

cosSyi = c^+cos^a?i, 
et par cons^quent 

2^ — = ±yc^+cos^a?i. 

Cette ^quation donne la suivante 

y^ = log [ + l/c^ + cos^ Xi ± yc^— sin^iTi]. 

Cette 6galit4 fait voir, en premier lieu, que yi est imaginaire quand 
a:i> arcsinc. Pour chaque valeur de a?!, inf^rieure k arcsinc, eile donne 
pour ^1 deux valeurs reelles et deux valeurs imaginaires. Des deux valeurs 
reelles on ne doit choisir que celle qui, pour a^i = 0, donne pour y^ la 
valeur log(c+}^c^ + l), c'est-k-dire la valeur 

(7.) y, = log[|^cHcos'a:i+1^c'-sin'a:,]. 
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On obtieut au moyen de cette ^qaation tous les points de la coarbe 
consid^r^e correspondanta aux valears de x^ comprises entre et arcsinc, 
et Ton voit que y, crolt depuis jusqu'ä log(c4-l^c^+l)? quand aji d^crott 
depnis arcBinc jnaqu'ä 0. 
L'^quation 

, _ sin 2a;, 
^^ "" tsia2iy, 

donne les tangentes ä la conrbe et fait voir que les tangentes dans les 
extr^mit^s des axes sont perpendicalaires ä Taxe correspondant. 

Les points d'inflexion de la courbe sont donn^s par T^limination de 
j/i entre T^quation 

8in^2a?iC082iyi = C082a?i8in^2iyi 

et r^quation 

co82f|^i = 2c^+co82a?i 

qui r^sulte de (6.). On trouve de cette mani^re l'^quation 

eo82a:i = -c'lVc*-! 

laquelle fait voir que la courbe n'a pas de points d'inflexion quand c ^ 1. 
De cette discussion on conclue que la courbe repr^sent^e par T^quation 
|8ina| = c est, quand c^l, compos^e d'un nombre infini (f ovales 6gaux, 
dont les centres sont les points (0, 0), (0, ±7i), (0, ±27i), ... et dont les 
axes sont ^gaux k 2arcsinc et 21og(c-f V'cHl), le premier axe co'incidant 
avec Taxe des abscisses et le second ^tant parallele k Taxe des ordonn^es. 
2"**. cas. Consid^rons maintenant le cas oü est c > 1. Au moyen 
d'une discussion semblable, on voit qu'alors la courbe |sin«| = c a seulement 
deux branches, sym^triqnes par rapport k Taxe des abscisses, et qui s'^tendent 
jnsqu'k l'infini dans le sens des abscisses positives et dans celui des abscisses 
negatives, en faisant une s^rie d'ondulations d'amplitude ^gale k n. L'ordonn^e 
prend une valeur maximum ^gale k log(c+/c^+l) dans les points a?i = 0, 
±71, ±2n, ..., et une valeur minimum ^gale k log(c+Vc^— 1) dans les 

points a? = ±-ö-j ±-ö-^^ •••• 

Les courbes que nous venons d'^tudier r^solvent la question que 
nous nous proposions de r^soudre. Si est c ^ 1, on a 

Isina?! <Z \^inz\ 
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pour tout point x de Tint^rieur de ehaque ovale repr^sent^ par V^quation 
|8ina| = c et pour tout point r du contour. Si est c> 1, la mSme in^galit^ 
a lieu pour tous les points x de la bände infinie comprise entre les deux 
branches de la courbe Isinal = c et pour tous les points z de cette courbe. 
3. De ce qu'on vient de d^montrer dans les n"*'. pr^c^dents on 
conclue que, si la fonction f(^x) est holomorphe dans Taire A^ limit^e par 
un des ovales repr^sent^s par l'^quation |sinj5| = c (oü c^l), qu'on vient 
d'^tudier, on a, pour tous les points x de Tint^rieur de Tovale consid^r^ 

(3,) f{x) = ^o+y4i8ina^H |--^«sin"a:+"-, 

Ai)^ i4i, ^2» • . . ^tant donn^s par les integrales (4.) ou (5.), qu'on peut d6- 
terminer, comme on sait, au moyen de la th^orie des r^sidus. Mais 
nous allons donner, pour la d^termination de ces coefficients, une m^thode 
plus simple. 

Consid^rons premi^rement Tovale dont le centre est Torigine des 
coordonn^es. II est facile de voir que r^galit^ (3.) et les ^galit^s qu'on 
obtient en la d^rivant par rapport ä x donnent, en y posant a? = 0, 

r(0) = A,, 

/"(O) = 2^, 
r(0) = -A,+ 6A,, 
f^y(0) = -8^+24^4, 
fy(0) = A-60^+120^, 
r\0) = 32^-480^+720^6, 



et par cons^quent 



A, = /^(O), 

A^ = r(o), 
^2 = ir'(O), 
^ = Kr"(o)+r(o)], 

As = Tiö[r(o)+ior"(o)+9r(0)], 
A = Tk[r^^(o)+2or(o)+64r'(o)], 
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En g^n^ral, nous pouvons ^crire 

r ^. = /f[/<^»)(0)+^r"-^>(0)+-+ir^(0)], 

oü K^ K\ A^ Ä^ . . ., L^ V repr^sentent des quantit^s constantes que nous 
allons d^terminer. 

Consid^rons dans ce but la fonction sinAa;, oü * est un nombre entier 
impair, dont le d^veloppement suivant est donn6 dans les ^l^ments de 
trigonom^trie: 

sin*a7 = k^mx—k ,. ^ sin^a;+-' 

J. . ^ .«5 

■ / i>«/ (A— l'X*'-3')-(*'-(2»-l)') • j«+i , 
•••+(-1)*^ 1.2-(2»+ l) ^81"'"''^+- 

En appliqnaut la seconde des formales (A.) ä cette fonction, on trouve 

^,+1 = (-l)"Ä'[&'"+'-^'*'"-'+-±L'&]. 
En comparant ce rösaltat an suivant 

. _ .^.. (fc'-l')(fc'-3')...(A»-(2n-l)') 

^2,+i - (.-i; * 1.2. ..(2«+!) 

et en repr^sentant par «^"|, la somme des combinaisons des nombres 

\\ 3^ 5^ . . ., (2«-i)' 

pris m k m^ on a donc 

** — /Ofl-UlM ' — *2n+l? -O — «f 211 + 11 • • »1 ^ — «^2ii-hl« 

On peut donc 6crire en g^n^ral 

(8.) A,„^, = 



P«^o(o)+^m ^^(2-0(0)+. ..+5i:i.,r(o) 



1.2...(2n+l) 
Cette formale peut 6tre encore 6erite symboliquement de la mani^re suivante 

,Q. . _ /^(0)[r(0) + 11[r(0) + 3^...[r(0)+(2n-l )'] 

(.y.; ^2-+i - 1.2...(2n4-l) ' 

OÜ Ton doit, apr^s les multiplications, remplacer les puissances de f(0) par 
des d^riv^es d'ordre ^gal ä Texposant de la puissance. 

Pour d^terminer les coefficients Ä, ^, ß, .-., L de la premi^re des for- 
mules (A.), nous pouvons consid^rer la fonction co8*a:, oü & est un nombre 
entier pair. La trigonom^trie donne en effet alors la formule suivante: 

cosÄa? = 1— -^-sin^orH ^ 7". -sin^a; 

... + (-iy-^ ^^-3^-^ ^8,n^-,: + ...; 

3* 



20 Teixeira, sur le deoeloppement des fonctions en $Me. 

et, en comparant la valeur du eoeffieient de sm^'^a? dans cette formnle avec 
la valeur donn^e par la formule 

et en repr^sentant par S^;^ la somme des combinaisons des nombres 

2^ 4^ 6^ . . , (2«-2y 

pris m ä m, on a 

Nous pouvons donc ^crire la formule g^n^rale suivante: 

^W.) A2n - 1.2. 3. ..2n ' 

ou symboliquemenl 

De tout ce qui pr^c^de il r^sulte le th^or^me suivant: 

Si la fonction f(x) est holomorphe dans taire limitee par tovale donl 
tequation est |sinj5| = c (oö c^l) et dont le centre est forigine des coor^ 
donnees, on a^ pour tous les points x de tinterieur de cette aire, 

fix) = m+£ Y:2z:2n ä'"^ 

+ n-^o 1.2...(2«+1) ^"^ ^' 

0» symboliquemenl 

fix) = /(0)+ 1 m[mj:2!]_.[^ ;co)+(2>.- 2)i3_,.„., 

^ 'M , ^ /'(o)[r(o)+i'][r (o)+ 3^...[r(o)+(2/i-i )^ . ,«^, 

+£ r:2::7(2;rpi) ^^" "^^ 

OÄ /'o/i rfoiV remplacer^ apräs les multiplications^ les puissances de f(0) par des 
derivees d'^ordre egal ä texposant de la puissance, 

4. Pour faire une premi^re application de la formule pröe^dente 
nous allons d^velopper la fonction 

r(x) = x^ 

oü k repr^sente un nombre entier positif. 



(12.) 
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l*'. cas. Snpposons premiferement que & est un nombre pair ^gal 
ä 2m. On a 

qnand est »<;w, et par cons^quent 

On a ensnite 

^^'» ~ (2m)! ■" ^' 

^2m+2 — 



+'■" (2m+2)! (2m+l)(2m-\-2) ' 



<^2m-l-4 — 



i2m+*- (2OT+4)! " (2»»+l)(2OT+2)(2ff»+3X2»»+4) ' 
Comme est 

r"'(0)+«a.r-(o)+-+»^:l/(0) = 0, 

on a aassi 

A, = .4, = A, = - = 0. 
Nons avons donc la formale 



(14.) 



a;"" = 8iD^"'x| 1+ ,„ . '"r ■ ■ .X sin^a; 



-2m _ o;„2m_nj "im+2 „{„2 



(2(n+l)(2m+2) 



(2m+l)...(2m+4) " ' (2m+l)...(2m+6) 

2*^"*. cas. Supposons maintenant que k est un nombre impair ^gal 
ä 2m+l. Au moyen d'une analyse semblable, on trouve alors la formule 



(15.) 



(2m+2)(2/w+3) 
+ 72;ii4:2S2m4-5) ^^^*^+ r2m4-2\?/2m4.7^ sin^a? + ...J. 



(2m+2)...(2m+5) "* ^ (2w + 2)...(2m-f.7) 
La formule (14), en y posant m = 1 et en remarquant qu' est 

Si'^ = 2^ SJi'^ = 21 4^ Si'^ = 2^4^6^ . . . 
donne la formule connue 

2 . 2 , 2 1 . 4 , 2.4 1 . 6 , 

O ü O.O O 

De la m€me mani^re, en posant dans la formule (15.) m = et en remar* 
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qaant qu' est 

on trouve la formale connue 

. 1 • 3 . 1-3 • 5 . 
Z.o 2.4.5 

5. Pour faire une seconde applieation des formales (12.) et (13.) 
consid^rons les fonctions sinÄx et cos Ära:, oü k repr^sente an nombre qael- 
conqae r^el oa imaginaire. Ces formales donnent imm^diatement les for- 
males connaes 

• L Z.r • ^'-1' • 3 , (Ä'-l')(^'-3') • 5 1 

^inkx = /r[smx~— ^--3-sin^ar+ i,2.3.4. 5 '^"^~'"J^ 
cosÄx = l—-^^\n^x+--J'j^^-^m*x , 

lesqaelles ont Heu poar toates les valears de x repr^sent^es par les points 
de Tint^riear de celai des ovales r^present^s par T^qaation |sina| = 1 qui 
a poar centre Torigine des coordonn^es. 

On doit remarqaer qae noas avons d^jk employ^ ces formales pour 
troaver les formales (12.) et (13.), mais en sapposant k an nombre entier 
positif impair, dans le cas de la premi^re formale, et an nombre entier 
positif pair, dans le cas de la seconde. 

6. Consid^rons encore la fonction 

f(x) = arcota:. 
On a alors, 5„ ßa, ... repr^sentant les nombres de Bernoulli, 

/•(0)=1, r(0) = -2^ßi, . . ., r''^(0) = -2^-5,,,,, 

/^'(0)=r(o) = --=o. 

Donc la formale (12.) donne 

11=1 l.£,,,,£,n 

On peat ^crire cette formale symboliquemenl de la mani^re saivante: 

xcota; = 1— ^ ^^-^^ — , I^ :L ^ -^-^^ ^^-'-sm^'o:, 

OÜ Ton doit remplacer, apr^s les maltiplications, les exposants des puissances 
de B par des indices. 

7. Noas avons consid^r^ jasqalci sealement celai des wales repr^- 
sent^s par l'^qaation |sini5| = c dont le centre coincide avec Torigine des 
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coordonn^es. En appliquant la formale (12.) k la fonction f^x+mn) et en 
changeant ensuite x en x—mn, on trouve la formule qui a Heu quand x 
repr^sente un point de Tovale, reprösent^ par la m6me ^quation, dont le 
centre est le point (mn, 0). On trouve ainsi, quand f(x) est holomorphe 
dans Taire limit^e par cet ovale, 

f(x) = f(^^)+^^ 17277:2^ ®^^^ 

"^.-s.^""-^^ rx7(2«+i) ' 

On peut ^crire cette formule symboliquement de la mani^re suivante: 
(17.) 



(16.) 



r(x) = f(mn)+ 1 r(>»^)[r(n..)+2T [r(g>^)±(2g-2)lsin--. 



+ <^-^^ ii, ^1.2...(2«+I) ^^"^ ^' 

8. De la comparaison de la formule (16.) avec les formules (3.), 
(4.) et (5.) on eonelue les r^sultats suivauts, dont nous ferons encore usage: 

1". Le r^sidu de la fonction -i^^^^ par rapport au p61e mn est 

donn6 par la formule 



ßm = 



f (2n) (w7r)+S(i> f (2»-2) (mn) + • • • + SJ;-^) p\mn) 



1.2...2n ' 

2". Le r^sidu de la fonction ^^^^2— P^^" rapport au m6me p61e 
est donn^ par la formule 

_ p-^^)(m;r)+4;:V/C^"-^)(ii»^)+.->+.^:V,r(^^) ^ 

""* "" ^ ^>* 1.2. ..(2/1+1) ' 

3'\ Le r^sidu de la fonction . \/ par rapport k mn est donn^ 

par la formule 

_ p")(m;i)+SO)p^-^ )( m;i)+ »■ +S(;-^)/'C^)(m;i) ^ 
'*'« ~ 1.2.3...(2«-1) ' 

4'\ Le r^sidu de la fonction -^„^r— par rapport k mn est 

Ä« = (-1) 1727:2;; 

En changeant dans les formules pr^c^dentes /^(a) en /"(ä), on voit encore 
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f(') 



que le r^sida de - ( \, par rapport ä mn est donii^ par la formale 



Alf ^ = 



pH-i)(CTn)-f-SJ0p"-J)(m«)+ .-. +S(;-«)f (m«) 



/•(s) 



1.2.3...(2«-1) 
et que le r^sida de —--^^i- par rapport au mßme p61e est donn^ par 
r^galit^ 



R'I' = (-1)" 



1.2. ..2« 



II. 

Sur les d^veloppements de /(x) suivant les puissances de sinx qui out Heu dans une bände infinie. 

9. Consid^roDS maintenant l'int^grale 

1_ r t(z)sin(z+x)dz 

2in •' sin«— sinx 

s 

prise le long d'an contour form^ par les droites AB et CD paralleles ä 

Taxe des ordonn^es, qai passent par 
les points dont les abscisses soiit 

— Ti+T] et n+t] (oü ^<; y) ^* P*^ 

les deux branches de la courbe re- 
pr^sent^e par T^quation |8in»| = c (oü 
c > 1), et soit f(i) une fonetion holo- 
morphe dans cette aire et p^riodique, 
la Periode ^tant ^gale ä 2n. 
La fonetion 

f(z)sin(z+x) __ /^C*)4^_i(*+5) 
sin a— sin X "" smi(z—x) 

a un seul p61e ä = x ä Tint^rieur du contour S et le r^sidu de cette fone- 
tion par rapport ^ ce p61e est ^gal k 2f(x)Binx] par cons^quent nous avons 




28inxA:r) = ^^ /- 



f(z)sm(z+x)dz 



sms— sinx 



Mais de la p^riodicit^ de la fonetion /*(«) il r^sulte 

/f(z) sin (z+x)dx __ /" f(z) sin (z + x) dx 
sin z— sin X J 



AB 



1>C 



sin 5 — sinx 
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DoDc Doas avoDS, en repr^sentant par S' et S" les courbes BC et DA: 



2in J 



/'(»)8m(»+a;)dÄ 
sina— sina? 



Si Ton remarque maintenant que le d^veloppement 

1 1 . sinx . sin'x 



sma— sinar sina 



a Heu pour toutes les valears de ä repr^sent^es par les points de S et S" 
et pour toutes les valeurs de x repr^sent^es par les points de Tint^rieur 
de Vaire consid^r^e (parce qu'on a pour tous ees points |sinir| <;|sin»|), on 
peut ^crire le d^veloppement 

ÄVLxfix) = sina?[i4ü+-4iSin^+"' + ^«öin"a:+---] 

+ co8a:[ß„+Äi8inxH hÄn8in*^+---]» 

oü 

. _ 1 r r f(z)coszdi r f(z) cos z da 1 

*• ■" 4:%nlJ 8in»+i» "*" •/ 8in»+*a J' 

8' S" 

* 4i;i ly sin*« •/ sin**» J 

8' 8" 

En posant dans ce d^veloppement x = 0, il vient ß(i = 0; nous pouvons 
donc encore ^crire 

f(x) = -4ü + -4iSina;H h-4,sin*x + --- + cosa?[ßi + Ä28in^H |-ß„8in"""^x+--]. 

On peut encore donner aux coefficients A^ et B^ de ce d^veloppement une 
autre forme. En effet, on a 

/f(z)co8zdz __ r f(z) cos z dz 
8in«+'a "" J 8in*+'» ' 

AB DC 

mdz _ rf(z)dz 



r_f(z)dz_ ^ rßi 

J sin*» J si 



sin"» 

DC 



et par cons^quent 

(18.) 



A — ^ f f (a) cos z dz 
" "" Ain J sin"+^» 

im J 



sixrz 

s 
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Au moyen de rint^gration par parties on voit qu'on peut encore ^crire 

(18'.) A^ = '/m^. 

'■ ' " 4nm J sin"» 

8 

De toQt ce qui pr^cMe on pent tirer le th^or^me snivant: 

Si la fonctiott f(z) est holomorphe dans la bände infinie comprise entre 
les deux branches de la courbe \8ini\ = c (pü c^ 1) et admet la periode 2n, 
on peut developper f(x) en «arte de la forme mivante: 

\f(x) = A„+Atsinx+-+A„sm''x+-- 
^ \ •■■+coBx[Bi+Biiinx-\ \-B„s,m'-'x+-'], 

les coefßcients A„ et B^ itant donnes par les formules (18). 

10. II fant maintenant calcaler les integrales qui entrent dans les 
expressions de A^ et B„, ce qn'on pent faire an moyen dn th^or^me de 
Cauchy, qni donne, en employant les notations du n". 8, les r^snltats 
snivants: 

A,, = i[Ä.,+/?,], 

Ces formnies donnent (n°. 8) 

J. p»)(0)+S^»/-(^»-')(0)+ ... +s(r'V^'^(0) 
*- ~ 2 ■ 1.2. ..2« 

+ 2 ■ 1.2.. .2« ' 

on, en posant /'(^)+/(aJ+=^) = P\(jii)'- 

_ 1 f w(0)4.so)F(^''-^)(0)+ ..• 4-Sr'> JTKO) 

Q^u.; ^2. - Y 1.2.. .2« 

On a anssi 

^'"+' ~ 2 ■ 1.2...(2«-fl) 

2 ' " 1.2...(2n+l) ' 

on, en posant f(.^)~f(^+^) = F(x): 

_ 1 FC2n..)(0)4.,O)^^f(..-.)(0)^...4.,(n)^^F'(0) 

(,^1.; Au+i - 2 • 1.2...(2« + 1) 
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De la m6me mani^re od troave les formales 

_ 1 f(^-O(0)4.s^)F/».-s)(0)+...+s(;-')F;(0) 
C^J.; Bu - y 1.2...(2n-l) ' 

(23.) ö^+. = y j-^^^-^ 

Les formales (20.), (21.), (22.) et (23.) peavent encore ßtre ^crites symbo- 
liquement de la mani^re saivante: 

_ 1 y!(0)[y!(0)+2'][J^(0)+4'] . ..[F;(0)+(2«-2)'] 



(24.) 



2 1.2.. .2»! 



£ F(0)[F'(0)+l'][F'(0)+3']...[JF'(0)+(2'»-l)'] 
'"+' 2 ■ 1.2...(2n+l) ' 



B _ 1 f.(0)[f?(0)+2'][J?(0)+4*]...rf?(0)+(2«-2)'] 
'" ~ 2 ' 1.2...(2«-1) ' 

„ _ 1 F'(0)rF'(0) + l'irF'CO) +3'] . ..[F'(0)+(2»-l)'] 
'**•+» ~ 2 1.2...2n 

Les formales ant^rieares ne d^terminent pas les coefficients A» et Bi. On 
les obtieiit aa mojen de la formale (19.) en y posant o; = et a; = ti, ce 
qai donne 

r(0) = A,+B,, f(n) = A„-B, 
et par cons^qaent 

A = i[/'(0)+An)] = iF.(0), 
ßi^iEOT -/(")] = iF(0). 
11. Supposons maintenant qae la fonction /*(x) admet la p^riode 
reelle ou imaginaire 2(jd. Alors la fonction /'(-^^) de la variable X admet 

la Periode 27i et, si eile est holomorphe dans Faire infinie limit^e par les 
deux branches de la courbe |8inJf| = c (oü c>l), nous avons 

Si Ton pose maintenant 

(A.) -IT =" ^> 

on trouve 

' ^ ^ Ol w 

+ cos -^ [ßi + ßj sin -^ + ßj 8in* -^ + • •• J • 

4* 
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Lea coefficients A^ et B^ sont donn^s par les formales (20.), (21.), 
(22.) et (23.) en y posant 

En posant en (A.) 

CO = e(cosö+i8inö), X = ß(eo8Ö'+f8inö'), x = r(co8T+f sinr) 
on trouve 

On voit done que Taire qui, dans le plan de repr^sentation de x, correspond 
ä Faire limit^e par les deux branches de la coarbe |sin-Y| = c est limit^e 
par une courbe qu'on obtient en trausformant premi^rement la courbe 
|8inJr| = c de mani^re qu' entre les rayons vecteurs R des points de cette 
courbe et les rayons vecteurs correspondants r de la transform^e existe 

le rapport r = — ß, et ensuite en faisant tourner Faire limit^e par la courbe 

ainsi obtenue autour de Vorigine des coordonn^es d'un angle ^gal k Targu- 
ment de la p^riode 2(o. 

12. En appliquant la doctrine ant^rieure ä la fonction f(X+a), on 
obtient le d^velopperaent 

f(X+a) = ^„+^isin \-A2^ui^— — !-••• 

...4-COS — ßi + ßaSin h^asm^ \-"\i 

qui, en posant 

X+a = X 
donne 

f(x) = Aii+Ai^in — (x— a)+^2sin^ — (x— a)-f--- 

•• + cos ^ (a?~a)[ßi + ^2 sin ^(a:—a)+ß3sin^-^(a: -«)+••] • 

Ce d^veloppement a lieu dans Faire qu'on obtient en donnant k Faire con- 
sid^r^e dans le num^ro ant^rieur un mouvement de translation qui transporte 
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le point qui colfncide avec Vorigine des coordonn^es au point dont 
Taffixe est a. 

Lea coefficienta A^^ -^i, . . ., fii, ^2» • • • de cette formule sont donn^s 
par les formales (20.), (21.), (22.) et (23.) en y posant 

En posant dans les formales ant^rieures ar= ^ — ^ on troave 



f(x) = ^+^iC08^^ + ^2C08^— ^+--- 

fix f n , n ^^ I n 2 ^^ • 1 

sm — ßi + ßzcos höjcos^ h-- • 

(Ol- (O (O J 

Les coefficients sont donn^s par les formales (20.), (21.), (22.) et (23.) 
en j posant 

"(-) = K^-T)-r(^^-l-), 

13. Poar faire ane application de cette formale eonsid^rons la 
fonetion elliptiqae 

fix) = sn-^^, 
qai admet les p^riodes 2n et ^* et les p61es 

Tiik^ , nih' 

+ I171 + W— r— 



2Ä 

(» et m ^tant des nombres entiers) et sapposons, poar simplifier, qae k et 
k* sont des qaantites reelles. 

II est facile de voir, en ayant ^gard ä ce qae les ordonn^es maximams 
de la coarbe |sinj5| = c (oü c>>l) sont Egales k Iog(c+]^c^+l), qae la 
fonetion consid^r^e est holomorphe dans la bände infinie limit^e par les 
deax branches de la coarbe 

niV 



sma = 



sm 



2k 
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qnand k et Ar' v^rifient la condition 

^^>log(l+}^). 

Dans ce cas on a 

2k X 

sn = Ao+Ai&mx+A2^m^x-\ hco8x[Äi + Ä28inx+ß38in^x+--]. 

Mais, en remarqaant qn' est 

/ 2hx \ f 2kx \ 

on voit qu' est 

et, en remarqaant qa' est 

2kCx+n) 2kx 
sn — ^^-^ — - = — sn , 

on voit ensnite qu'on a 

^2 = ^4== Bq = • • • = 0. 

On a donc 

2k X 
sn = -4iSinx+-438in^(r+^58in'*a;+--, 

7t 



et par cons^qaent 



j . TtX t A • ^ ^^ 

sna? = Ai^in -^j- + A^f^iir 



2k ' ''^'''" 2Ä ' ' 

Les coefficients qui entrent dans cette formale doivent £tre d^termin^s par 
la formale (21.) en y posant 

E./ N 2kx 2k(x+n) ^ 2kx 
F(x) = sn sn — ^^-^ — - = 2 sn 

Le d^veloppement qn'on vient de troaver a lieu dans Faire infinie limit^e 
par la coarbe qa'on obtient en transformant la coarbe dont l'^qaation est 

nik' 



sma = 



sin 



2k 



comme on a dit dans le n^ 11. En particalier eile a liea poar toates les 
valears reelles de x. 
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14. Nons poüvonB d^terminer an d^veloppement de sdx qui est 
applicable ponr toutes les valears de k et k' et ponr toutes les valeurs 
reelles de x, comme on va voir. 

CoDsid^rons la fonction 

2k 



rix) = sn-f (.--f.) 



qui admet les p^riodes 2n et — r— et les pöles 

n niV . , nih! 

it et m ^tant des nombres entiers, et supposons encore que k et V sont 

des nombres r^els. 

Comme les p61es de la fonction consid^r^e ont les m£mes abscisses 

que les points de la courbe |sinj5| = c oü l'ordonn^e est minimum, on voit qu'il 

existe une valeur de c, sup^rieure ä Tanit^, teile que la fonction f(x) est 

holomorphe dans l'aire limit^e par les deux branches de cette courbe. Cette 

valeur est donn^e par T^quation 

. / ^ , niV \ nih! 

c = 8,n(^ + ^p-; = cos-2J^. 

Nous avons donc, dans l'aire consid^r^e, 

sn — (^"""f") = A+-^i8in(r+y42sin^xH — 

••• + cosa?[Äi + 52 8ina;+53sin^a:+---]- 
Cette ^galit^ donne premi^rement 

A 1 Ä ^^ I A 2 ^^ 

snx = Ao+AiCO»-^rj-'+A2C09r 



2k ^'-2— 2k ^ 

—Sin -2J^[ßi+Ä2COS "2^^+53 cos' -gj^+'-J, 

et, ä cause des ^galit^s 

sn(— a:) = — sno?, 

8n(j:+2Ar) = — sna?, 
eile donne ensuite 

Les coefficients Ä,, jBj, ßj, ... doivent 6tre calcal^s au moyen de la for- 
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mule (23.) en y posant 

F(^) = ,„(-^_*)_«,(i^^_t) 

= 2..(^-*). 

Le d^veloppement que nous venons de trouver a Heu pour toutes 
les valeurs de x repr6sent6es par les points de Faire qu'on obtient en trans- 
formant Vaire limit^e par les deux branches de la courbe 

, . , nik' 

|8ina| = <508^^, 

comme on l'a dit dans les n"^. 11 et 12. En particnlier il a Heu pour toutes 
les valeurs reelles de x. 
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Zur Theorie der Resultanten. 

(Von Herrn Eugen Netto in Giessen.) 



jJie abgekürzte, BSsioutsche Form der Resultante zweier Gleichungen 

lässt sich aus der gewöhnlichen Determinantenform mit den Elementen 
a, b direct durch Determinantenumwandlung herleiten. 

Nun hat Kronecker (Berl. Mon. Ber. 1881, Juni) die Bedingungen 
für die Existenz eines gemeinsamen Theilers von (1.) und (2.) durch das 
Verschwinden recurrirender Determinanten ausgedrückt, deren höchste, wie 
hei BHout, auch nur bis zum Grade n aufsteigt. Ich will im Folgenden 
auch diese Determinanten direct in die gewöhnliche Form umwandeln, einige 
interessante Eigenschaften derselben ableiten, und noch einige Bemerkungen 
daran knüpfen, die zum Theil auf eine früher von mir behandelte Frage 
(dieses Journal Bd. 104) Bezug haben. 

Setzt man 

(2.) ^^ 

so wird 



K^) 



CdX +CiX +C2ir + 



und also 

(3.) OüCi + OiCi_i + -.. + OAC(, = 6a, (A = ü. 1,2,...) 

(oa = 0, wennA>»i; 6^ = 0, wenn A>>ii— 1), 
und daraus ergiebt sich: 



«üCij = 6ü, öSci = 







Oü Ol Ö2 




Ou Ol 








6o bi 


, 6^C2 = 


Oü öl 
bo bi 62 


, o5c3 = 
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Ö|J Ol «2 O3 

Oü Ol ©2 

Oü Ol 

6ü bi 62 63 
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Durch Induction erkennt man leicht die Richtigkeit der Gleichung 



(3\) 



sohald man die Determinante nach den Elementen der letzten Spalte ent- 
wickelt und von (3.) Gebrauch macht. Es ist danach 

Oo Ol Ch 



bo bi 62 





Oü 


Ol 


02 . 


. • Oi-l 


«A 







a» 


«1 • 


• . «i-2 


Ol-I 


oi-^'cA = 








Ou . ■ 


• Oi-3 


OA-2 










. 


• 0.. 


Ol 




60 


6, 


6, . 


. 6.-, 


h 



(2\) 



gCa') _ i 



/•(^) 



= ^6„a:-» + ^ 



Ou «1 

b„ bi 



Ans der Theorie der recarrirenden Reihen ergiebt sich sofort, dass wenn man 



(4.) 



^A-t-l == 



Cu 


c, 


C2 


■ Ca 


c, 


Cj 


Cj 


• c,^ 


Ca 


Cl+1 


Ca+2 . 


• • Cji 



setzt, die charakteristischen (wie ich kttrzer statt „noth wendigen und hin- 
reichenden^' sage) Bedingungen für die Existenz eines grössten gemeinsamen 
Theilers der y ten Ordnung von f und g die folgenden sind : 

(5.) c, = 0, c.., = 0, . . . , a.,^, = 0, c„_, + 0. 

Setzt man femer 



(6.) 



* = 



Co c, ... c^^,_i 

Ci C2 • • . Cn-y Cü 



(. = ü, 1, ...,11-r) 



C2 C3 



C«_y+1 CüX+Cl 



c.-v c,-r+i . . . C2„_2k-i Cuir""*'-*+Cia?"-''^'H hc««^-i 



dann nimmt der grösste gemeinsame Theiler die Gestalt an 

(7.) g'Py-f^r = Fn^r. 

Unsere Aufgabe kommt also im Wesentlichen darauf hinaus, (4.) als Func- 
tion der o und der 6 in Determinantenform herzustellen. Zu diesem Zwecke 
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schieben wir den l+l Zeilen von (4.) links je iL Elemente in der nach- 
stehenden Art an 






. . 


. 


0, 





. . 


. 


C.M 





. . 


• c,, 


Cl, 





Cu . . 


■ Ci_i 


Ci-2, 


Ci. 


c, . . 


. Cx_t 


Cl-i' 



Unter die Elemente von (4.) schreiben wir l Zeilen von je (i+1) Nnllen. 
Das so gebildete System vervollständigen wir zn einem quadratischen durch 
das Diagonalsystem 






. 


, . 





1, 





. 


, . 


1 


0, 





. 


. 1 





0, 





1 . 


. 





0, 


1 


. 


. . 





0. 



Die so erhaltene Determinante S der Ordnung (21 +1) unterscheidet sich 
von der Determinante (4.) der Ordnung (i+1) nur durch den Factor 
(— l)*^(^-o^ Vertauscht man in der neuen Determinante S noch die erste 
mit der letzten Zeile, die zweite mit der vorletzten, u. s. f., die ilte mit der 
(i+2)-ten, so tritt gegen (4.) der Factor (— 1)*^<^'+^> als unterscheidend auf. 
Jetzt multipliciren wir die letzte Spalte von S mit o,, und addiren 
zu ihr die vorhergehende mit »i, die zweitvorhergehende mit Oj, . . . multi- 
plicirte. Dann lautet nach (3.) die umgewandelte letzte Spalte von oben 
nach unten genommen 



02I} Ö22-n 



öa+i 



+1? 



^2k9 



62A-H 



b,. 



Weiter multipliciren wir die vorletzte Spalte von a,j5 mit Oit und verfahren 
genau so, wie eben auseinandergesetzt wurde. Dann lautet die umgewandelte 
vorletzte Spalte in a^S von oben nach unten genommen 

Ö2i— 17 Ö2X-27 • • •? ^X9 ^2A-1) 02i—2) • • M ^A-l« 

Fährt man so fort, dann ergiebt sich schliesslich 

5* 
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(8.) aS*+'C,+, = 



Oü »l o» • • 

Ou o, . , 
o,, . . 


• an 

• O21-2 


0.. 

bo bi bi 

6„ 6, , . 




0.. 


. b, 



(i Zeilen) 



(i+1 Zeilen), 



(0^ = 0, wenn ti>n; 6^ = 0, wenn ^>ii— 1). 

Genau in derselben Weise kann man mit V^^ ^^ verfahren and kommt 
dadurch zu den bekannten Ausdrucken. 

Man erkennt übrigens leicht, dass man zum gleichen Ziele durch die 
Multiplication von Cx+i mit einer passenden Determinante vom Werthe 
a5*+^ gelangt; aber der hier eingeschlagene Weg ist bequemer. 

Femer ist es klar, wie man von der rechten Seite von (8.) zur 
linken, d. h. zu (4.) übergehen kann. Hier werden die Spalten von links 
her transformirt, indem man der Reihe nach die Grössen c einführt, welche 
durch die Gleichungen 

OuCo = 6ü) 0|)Ci = 61 — flliCi, 0|)C2 = 62 — O1C1 — O2A)? • • • 

definirt sind. 

Die benutzte Methode der Umwandlung von (4.) ist auch noch auf 
alle Subdeterminanten anwendbar. Insbesondere ergiebt sich so auch 
wieder die Formel (3*.) für Cx selbst. — 

Die BezoutHcheu Determinanten haben, wenn man 

und 

r d^ = (0, t+&-l)+(l, i-|.Ä-2)+...+(i-l, k) 
\ = (0, e+&-l)+(l, e+Ä-2)+.. . + (*-!, i) 
setzt, die symmetrische Form 

(10.) Ä^i = \d,^\ (/,*=!. 2, ...,2+1) 

und die aus ihren Subdeterminanten Ater Ordnung gebildete Determinante 
(10*.) B,^i = |J.»| a.*=i.2 z+,) 



(9.) 
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ist, wie Jacobi gezeigt hat, recarrirend, d. h. es ist 

<^»* = ^bnf wenn t-f k = l+m. 
Das von uns hier betrachtete C^^i ist recurrirend. Wir wollen nun zeigen, 
dass die ans seinen Subdeterminanten Xter Ordnung gebildete Determinante 
(IL) r^^i = |y«| «.* = i,2,....z+i> 

genau dieselbe symmetrische Bildung aufweist wie das Bi^outBche B, d. h. 
dass direct, bei passender Erklärung des Symbols (X, ,u) unter Beibehaltung 
von (9.) gesetzt werden kann 



ui 



= B 



A+l- 



Zur Darlegung dieses merkwtirdigen Satzes nehmen wir die Matrix 



(12.) 






C2 






Ca+2 



und definiren den Ausdruck, welcher dem (i, k) entsprechen soll, 

[ik] (« <: ky 

als die mit (—1)*+*"^ multiplicirte Determinante, die aus der Matrix durch 
Weglassung der Spalten mit den Anfangsgliedem Ci, Cj^ entsteht, also z. B. 



[01] = 



Ca+1 



Cz+1 



C21 



[02] = - 



Ci C3 



Cx+i 



Cx 



^A+2 



C2X 



Femer sei [ki] = —[ik] bei grösserem k. Dann ist das durch (11.) geforderte 
ya entsprechend der Formel (9.) gleich 

(13.) [0, t+*-l] + [l, e+*-2] + ... + [t-l, Ä]. 

Den Beweis möchte ich an einem Beispiele geben, welches so gewählt 
ist, dass seine allgemeine Gültigkeit in die Augen fUIlt; es sollen ledig- 
lich die complicirten Indices-Angaben vermieden werden. 

Der Behauptung nach soll wie in (9.) [05]+[14]+[23] = ^33 d.h. 



(14.) 



Ci 


Ci 


Cj 


C2 


Ci 


C^ 


C3 


Ct 


Cs 


c« 


Ci 


Ce 



C4 

Co 



+ 



A, 


Ci 


C3 


C5 






C4 




C7 


+ 


C3 


Cs 


Ce 


Ca 





c;, c, 


C4 


C5 




c, c 


Cs 


Co 


__ 


Cj c, 


Ce 


C7 




Cj C4 


Ct 


Cs 





C,) Ci C3 C4 

Cj C2 C4 C5 

C3 C4 Cß C7 

C* C5 C7 Cg 
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(15.) 



sein. Wir betrachten die Determinante 

Cü+Ci, C1 + C2, C3 + C4, C4+C5 
C1-I-C2, C2+C3, C4-fC5, C5 + C6 

C2+C37 C3+C4, C5+C6, C6+C7 

C3 + C4, C4+C5, C%4-C7, C7 + C8 

deren Bildung einfach zu übersehen ist. (Wttrde es sich nm ;^^ handeln, 
so hiesse die erste Zeile 

and die folgenden würden hieraus durch gleichmässige Erhöhung der In- 
dices gebildet.) (15.) wird jetzt in 2* Determinanten zerlegt 



(16.) 



Ci, 


Ci 


Ci 


C4 




Ci 


c» 


c« 


Cs 




(h 


Cj 


Cs 


Ce 


? 


Ci 


C4 


Ce 


C7 





Co Ci C3 C5 

Cj Cj C4 Ce 
C2 C3 C5 C^ 



C3 C4 Ce 

indem man die in (15.) unter einander stehenden Glieder jeder Spalte bei 
den Zerlegungen wieder in einer Spalte lässt Dann sieht man, dass wenn 
man dem c« das Gewicht a ertheilt, die Glieder der einzelnen Determinanten 
gleiches Gewicht haben, jede einzelne Determinante also isobarisch ist 
Ist das Gewicht einer Determinante in (16.) gleich ä, so ist das Gewicht 
des Productes der Glieder der ersten Zeile = Ar— 6. Daraus sieht man, dass 
in (16.) von nicht verschwindenden nur die drei Determinanten auf der 
linken Seite von (14.) das Gewicht 16 besitzen können. 
Jetzt stellen wir (15.) in folgender Weise um: 

(15-.) 



C1+C2, 


C2+C3, 


C4+C5, 


C5+C6 


C3+C2, 


C4+C3, 


Ce + Cj, 


C, + C6 


c^-VCi, 


Cs + C,, 


C7 + C6, 


C8+C7 



indem die Reihenfolge der Summanden in den einzelneu Gliedern der dritten 
und vierten Zeile geändert wird. (Würde es sich um y^^ handeln, so 
müsste in der iten und in allen folgenden Zeilen der entsprechenden Deter- 
minante diese Aenderung vorgenommen werden.) Auch (15*.) wird jetzt 
in 2* Determinanten zerlegt, indem man die in (15*.) unter einander stehen- 
den Glieder jeder Spalte wieder zusammenlässt Dann liefert nur die Com- 
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Ai 


Ci 


Ci 


c« 




Cl 


<h 


C4 


Ci 




Cj 


c* 


Ca 


Ci 


J 


e* 


Ci 


Ci 


Ca 





C| 


Ci 


C4 


Ci 


Ci 


Cj 


Cs 


Co 


C2 


Ci 


Cs 


Ce 


C3 


C4 


<^ 


C7 



bination der ersten und die der zweiten Summanden jeder Spalte nämlich 



(17.) 



je eine isobarische Determinante vom Gewichte 16. In keiner der Übrigen 
Determinanten kommt ein Glied desselben Gewichtes vor. Denn ersetzt 
man in (17.) eine oder mehrere Spalten der einen durch die entsprechenden 
der anderen Determinante, dann erkennt man nach dem, auf die Spalten 
angewendeten Laplace^chen Satze sofort die Aenderung des Gewichtes.' Be- 
merkt man dann endlich noch, dass in (17.) die zweite Determinante 
identisch verschwindet, und setzt man die erste der Summe der aus (15.) 
abgeleiteten vom Gewichte 16 gleich, dann ist der ausgesprochene Satz 
bewiesen. — 

Aus der Definition 

ergiebt sich die Gleichung 

(x, fi)(v, q)+(x, v){(f, Ai)+(;f, Q)(ji, v) =: 0. 
Die entsprechende Gleichung fttr unsere neuen Symbole 

(18.) [x, a][v, (>]+[;f, vjp, A^] + [x, Q\[ti, 1.] = 

hat ebenfalls Gültigkeit, wie jetzt gezeigt werden soll. 

Wir bilden folgendermassen eine Determinante von der Ordnung 21. 
In der Matrix (12.) tilgen wir die Spalte, die mit c. beginnt, also die 
(;^+l)-te, und schieben rechts an die Rest-Matrix M^ ein System von (i— 1) 
Spalten mit lauter Nullen an. Dies sei die Matrix M2. Unter M^ setzen 
wir die Matrix M^=^Mx\ unter M2 schreiben wir zuerst die Spalte, die mit 
c. beginnt, und dann der Reihe nach die von M^ mit Ausnahme der mit 



^/i> 



^y, 



Dadurch ist dann eine Determinante 

M2 



c^ beginnenden drei Spalten 

gebildet, deren Werth offenbar gleich Null ist. Wenn man nun die letzten 
(1—2) Spalten aus M^ von den ihnen gleichen aus M^ abzieht, so wandelt 
sich M^ in eine Matrix um, bei welcher nur die drei mit c^, c^, c^ be- 
ginnenden Spalten von Null verschieden sind, während JKi, M2^ M^ in der 
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Determinante angeändert bleiben. Entwickelt man jetzt die umgewandelte 
Determinante nach dem Lop/aceschen Satze, indem man die oberen X Zeilen 
und die unteren l Zeilen zur Bildung der Partialdeterminanten benutzt, dann 
entsteht direct (18.). — 

Aus der Bedeutung, welche die Gleichungen (6.) und (7.) für die 
beiden Functionen (1.) haben, kann man bekanntlich den Schluss ziehen, 
dass, wenn Ci^i und Cx gleichzeitig verschwinden, dann sämmtliche Deter- 
minanten der Ordnung i, welche sich aus 



(19.) 



c, C2 
C2 C3 






Cx 

Cx-^l 



bilden lassen, gleichfalls zu Null werden. Wir wollen diejenige Deter- 
minante, welche aus (19.) durch Weglassung der mit c« beginnenden Spalte 
entsteht, durch [a] bezeichnen. Dann geht der erwähnte Satz dahin, dass 
mit Cx+i = und [l] = auch 

[X-1] = 0, [i-2] = 0, . . ., [0] = 

sein müssen. Ich habe im 104. Bande dieses Journals den entsprechenden 
Satz für die gewöhnliche Form der Resultante durch Determinanten- 
Betrachtungen allein bewiesen, ohne Hinzuziehung von Resultanten-Eigen- 
schaften. Die dort angewendete Methode führt auch hier und zwar in noch 
einfacherer Art zum Ziele. 

Wir bilden wieder eine Determinante aus vier Matrizen 

Ml M2 
M, M, 

Ml besteht aus den (i+1) ersten Spalten von (12.) und M3 aus den (A+1) 
letzten Spalten. M2 soll in X Zeilen je (i— 1) Nullen enthalten. M^ ent- 
steht aus Ml durch Weglassung der beiden Spalten, die mit c^ und c^^i be- 
ginnen. Subtrahirt man nun die zweite von der (A+l)-ten, die dritte von 
der (A-f-2)-ten, ..., die ^te von der (2X— l)-ten Zeile in 



Cu . . 


• Cx 


. 


. . 





. . 


c, . 


• ' Cx+1 


Cu . . 


• c,_, 


Ca+t • 


• Cl 
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80 erkennt man sofort, dass die Determinante abgesehen vom Vorzeichen 
in früherer Bezeichnung den Werth 

(20.) Ca+,.[«, a+l] 

besitzt Wenn man andererseits die Spalten von Mz^ M^ von denen in i(fi, 
Mi sabtrahirt, in welchen die Elemente von M^ nnd M^ übereinstimmen, 
dann bleibt für <C « < « die Form zurück 



Co . 


. • C„-l 


Ca 


C«+l 


. . . 


Ca 


. 


. . 





. . 


. 


• c„ 


Co+1 





. . . 


Cx+i 


c, . 


• . Ca-i 


Ca+2 • 

• • • 


. . Ci 



Entwickelt man hier nun wieder nach dem Laplace&chen Satze hinsichtlich 
der ersten l und der letzten l Zeilen, so treten nur drei Producte aus 
Partialdeterminanten auf, nämlich 

[«].[«], [«-1].[«+1], 



W' 



Co 



^a+l 



^X+l 



^2A 



Vergleicht man dies mit (20.), so folgt, dass mit C;t+i? W ^nd [«— 1] 
gleichzeitig auch [a] verschwindet. Es ist also nur noch nöthig, das Ver- 
schwinden von [0] als Folge desjenigen von C^+i und [l] zu beweisen. Dies 
ergiebt sich aber auf dem gleichen Wege aus der Determinante 
Co Ci . . . Cx ... 



l C2 ... Cx^i C-z C3 ... Cx 

bei welcher gegen die soeben betrachtete in der Lap/ac^schen Entwickelung 
eben nur noch ein weiteres Glied wegfällt, so dass 

c.-.,.[o, 1] = ±[0].[0]±w ...'... 



^i+i 



'^A+2 



^2A 



entsteht. Hierdurch ist der Satz begründet — 

Der Beweis dafür, dass (10*.) eine recurrirende Determinante ist, 
wird von Jacobi mit Beziehung auf die Bedeutung der Determinante für 
die beiden Functionen (1.) geliefert, und, soviel mir bekannt ist, wurde 
bisher noch kein Beweis veröflfentlicht, welcher nur die Theorie der Deter- 
minanten selbst bei dem Beweise benutzt Es soll dies hier geschehen. 

Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 1. 6 
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Ich will also beweisen, dass 

<y« = <^.« 
ist, oder, was dasselbe aussagt, dass man die Gleichung 

ddik dd,m 

hat. Wir wollen dabei statt (1.) hier 

(fix) = a„x»+a,x"-*+fib!F-H-+a., 

(9.) rf« = (0, ,-+&-l)+(l, i+k-2)+-+(i-h *), 



(i-Hb = H-tn) 



(•+* = ^+-ra) 



B = 



rfii «'i: 



•in 



*nl **fi2 



ZU Grande legen. Nun nehmen wir die Matrix 



«0 


Ol 


«2 . 


• . o« 


. . . . 





O.I 


O, . 


• • On-l 


a 


*o 


6. 


6, . 


. . b. 


. . . . 





6., 


6. • 


. . A„_. 


6» . . • . 


^ 



(«— 1 Zeilen) 
(n—l Zeilen) 



(2ii-l Spalten) 

und beweisen, dass die aus ihr durch Weglassung der (5^— l)-ten Spalte 
gebildete Determinante T^ 

dB 



= (-1) 



*+A-l . 



dd 



kX 



(«+>. = «) 



ist. Offenbar stimmt dies mit dem zu beweisenden Satze überein. 

Die Umwandlung der Determinante mit den 0, 6 in die mit den d 
geschieht folgendermassen : Zu der mit 60 multiplicirten ersten Zeile addiren 
wir die mit 61 multiplicirte zweite, ... die mit 6,_2 multiplicirte (;f— l)-te 
Zeile; fenier sabtrahiren wir die mit a,j multiplicirte itte, die mit Oi multi- 
plicirte (ii+l)-te, ... die mit a^_2 multiplicirte (n+x—2yte von der ersten 
Zeile. Dadurch gehen die (^—1) ersten Glieder der ersten Zeile und ebenso 
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die (n—x) letzten in Null über, die übrigen stimmen mit den Elementen 

dB 

der (x— l)-ten Zeile von -^^^ — überein. Ebenso addiren wir zu der mit 6,, 



dd 



^xk 



maltiplicirten zweiten die mit 61 multiplicirte dritte, ... die mit 6»„3 multiplicirte 
(x— l)-te Zeile; femer sabtrahiren wir die mit a^ multiplicirte (ii-l-l)-te, . . . 
die mit 0,^3 multiplicirte (11+;^— 2)-te. Dadurch gehen wieder die (x— 1) 
ersten Glieder und ebenso die (n—x) letzten der zweiten Zeile in Null 
über, und die zurückbleibenden stimmen mit den Elementen der (;f— 2)-ten 

dB 

Zeile von -^ — überein. So geht man weiter und wandelt auf diese Weise 

dB 

die ersten (x— 1) Zeilen unserer Determinante in diejenigen von -^ — über; 

nur die Reihenfolge ist dabei die umgekehrte. 

Aehnlich verfährt man mit den (n—x) letzten Zeilen, welche aus 
den Elementen a gebildet sind. Zu der mit 6, multiplicirten (»— l)-ten 
Zeile wird die mit 6„_i multiplicirte (ii—2)-te, ... die mit b^^i multiplicirte 
(n—xyte Zeile addirt; ebenso subtrahiren wir die mit o« multiplicirte 
(2«— 2)-te Zeile, . . . und endlich die mit 0^+1 multiplicirte (n+x— l)-te 
Zeile von der (»1— l)-ten Zeile. Dadurch gehen die (x—1) ersten und die 
(«— ;c) letzten Glieder der («— l)-ten Zeile in Null über, und die zurück- 

dB 



bleibenden stimmen mit denen der xten Zeile von 



dd^ 



überein. Ebenso 



transformirt man nun die («— 2)-te Zeile, indem man stets bis auf die (w— x)-te 

dB 

zurückgeht und erhält dadurch die letzten (n—x) Zeilen von -^^ — nur in 

umgekehrter Reihenfolge. 

Abgesehen von dem Vorzeichen, welches sich entweder direct oder 
aus dem Schlussresultate durch die Vergleichung zweier Glieder leicht fest- 
stellen lässt, hat man daher die symbolische Gleichung 



b^-'br'T, = 












b„ 


6. 


6, 





6« 


6. 





















dB 

dd,x 



















K 





6,_. 


b, 



Hier ist es nun klar, dass die Factoren b'!r\ bl" sich auf beiden Seiten 

6« 
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wegheben. Dadurch kommt man dann zu der behaupteten Uebereinstimmung, 
durch welche der /aeo6fSche Satz ausgedrückt wird. — 
März, 1895. 



Für die Functionen 



V. = 



^y— 1 



besteht eine Recursionsformel, welche von Jacobi herrührt (vgl. Werke III, 
315), und die von Herrn Frobenius (Berl. Ber. 1894; 414) nur durch An- 
wendung von Determinanten-Identitäten bewiesen worden ist. Wir wollen 
von dieser Formel einen neuen, einfachen Beweis geben, der mit den 
elementarsten Sätzen der Determinantentheorie auskommt und fast unmittel- 
bar zum Ziele führt. 
Setzen wir 



^y-2 



C. = 



A) 



Cy-l 



^y— 3 ^2k— ; 



80 lautet die Formel 

Die zu befolgende Beweismethode wollen wir an dem Falle v = 2 aus- 
einandersetzen, da sie im allgemeinen Falle gar keiner Aenderungen bedarf. 
Man hat unmittelbar, wenn in der folgenden Determinante die Punkte Nullen 
bedeuten 



c„ 


c, 


• 


■ 






c-i+c^a 


1 


c, 


Cj 


• 


• 






Cj + CjS 


8 




Ci 


c;, 


c, 






Cz 


• 




Ci 


c, 


Cj 






c* 


• 




C4 


Ci 


Cj 






Ci 


• 




• 


• 


• 


Ci, 


Cl 


<h. 


1 




• 


• 


• 


Ci 


Cj 


Cj 


3 




. 


. 


. 


d 


Cj 


0^ 


a' 



= {C,C[^\C[^C,z-\C,)W^\W,C\, 



wenn man den La/^/ac^schen Zerlegungssatz in der durch die Horizontal- 
striche angedeuteten Art benutzt. Die linke Seite formen wir nun um. 
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Die mit ä multiplicirte sechste, siebente, achte Zeile wird hezw. zu der 
dritten, vierten, fünften Zeile addirt und dann die zweite, dritte, vierte mit 
z multiplicirte Spalte von der resp. siebenten, fünften, sechsten subtrahirt. 
So entsteht in der obigen Determinante nur eine Aenderung in der vorletzten 
Spalte, in welcher die Glieder c^z und CaZ wegfallen, und in der letzten 
Spalte, welche durch 

1, », a, z\ z\ 1, », a' 

ersetzt worden ist. Jetzt addiren wir die erste und vierte zur fünften, die 
zweite zur sechsten Spalte und snbtrahiren die sechste Zeile von der ersten, 
die siebente von der zweiten und dritten, die achte von der vierten. Da- 
durch ergiebt sich, was zu beweisen war. 



c, 


Ci 


• 


• 


• 


■ 


■ 


• 


Ci 


C2 


• 


• 


• 


• 


• 


• 




02 


Co 


Ci 


• 


• 


■ 


• 




c. 


c, 


Ca 


• 


• 


- 


• 




Ca 


C2 


C3 


Ci 


Ca 


Cs 


8' 




• 


• 


• 


c„ 


c, 


C2 


1 




• 


. 


• 


Ci 


C2 


Ci 


i 




. 


. 


. 


C2 


Ci 


c« 


i' 



= -civ,. 



Die Bildung der Determinante im allgemeinen Falle erfolgt genau nach 
derselben Methode, wie ich sie in dem Aufsatze „Erweiterung des Laplace- 
sehen Determinanten -Zerlegungssatzes'' in diesem Journal Bd. 114 aus- 
einandergesetzt habe. 
Mai, 1895. 

Hierher gehört, sowohl seiner Natur, wie unserer Behandlung nach 
noch ein anderes Theorem bezüglich der Methode des grössten gemein- 
samen Theilers. 

Wir setzen 

multipliciren, um bei der Ausführung der Division gebrochene Coefficieuten 
zu vermeiden f mit 6?""+^ und bilden 

6?-^Y = A(?i+/2, 



(-^-0 
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wobei (vgl. oben S. 33) man erhält: 

6ü 6, 



Qi = Ä^T-^löulic^-^+fer"-' 



0|J Ol 



x-" 



■'+6r 



6» 


6. 


6. 





6« 


6. 


o» 


o, 


th 



a;— — »4.. 



• + 



6» 6, 
6„ 



/2= -2 

a=l 



6„ 6, 
6o 



. 

flu Ol . 

^m— n-1 ^m-fi+a-1 



o— « 



, (6^ = ftir fi>n)] 



= Coo;"-^ + Cia?*""H ••• + c,-i. 



. . . 6o 6, 

Hier kann der Grad von /i ein geringerer und zwar =p werden, falls die 
Determinanten ftir c^, Ci, . . ., c^_,_2 verschwinden. Die charakteristischen 
Bedingungen ftir diese Gradreduction sind hierdurch gegeben. Eine noth- 
wendige Bedingung erhält man dadurch, dass 

C, = ±a,j6r""^\ c, = ±flu6r""62, . . . (mod.60) 
ist; es müssen öu6r""*^S a»j6r"""62, . • • durch 6,, theilbar sein. Wir setzen 

Nun bilden wir ebenso wie oben weiter 



/3=-S. 



rfü 


äi 





d. 








k 


6. 



*«-p-l 



"n-|H-a-l 



4, 



■'n-p 



da 



a:''-^ (rf^ = ftir fi>p). 



Ich behaupte nun, dass jeder Coefficient von /ä durch 6("*-")(*-p)+i theilbar 
ist, so dass der Factor 6iT'"'*^S ^^ bei f in die Rechnung eingeführt wurde, 
hier wieder beseitigt werden kann. Wir betrachten 
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c« = 



do d, . . 


• rf.-. 


rf. 


4, . 


. rf.-,-. 


d,-. 


. 


. . 4, 


rf,-. 


6„ 6, . 


. . 6.-, 


b. 



•I+P 



und haben statt der d die gleichwerthigen Determinanten (m— ft+2)-ter Ord- 
nung einzusetzen. Dies geschieht folgendermassen. Wir bezeichnen die 
Matrix von (m— »+2) Zeilen und einer Spalte 



«1 



= D^ (6^ = für A* > » und |i* < 0) 



und die Matrix von (m—n+2) Zeilen und (»i— n+l) Colonnen 







D„Dt. 


../)«-. =lf, 


oder 


= Jfj, . . . oder =itf«_p+i. 


^ann 


giebt die leicht verständliche 


symbolische Schreibweise 




M, 








. . . 


D.-, 


"m-iH-l • • • ^m+n-Jp 


D.-P+, 





M, 





. . . 





"m-p • • • ^m+«-2p-l 


D„-p+K-l 








Jf, 


. . . 





... />>+.-,;_2 


D^^p+,^i 











• • • ^n-pl-l 





. . . />»-p 


^«-«+, 


!o 








. . . 


b„ 


6. ... *.-p 


*. 



eine Determinante der Ordnung (w— fi+2)(»— p+l)+l, deren Werth offen- 
bar c, ist. Der Werth der Determinante wird nicht geändert, wenn an 
Stelle einer noch freien Spalte einer Zeile eine der ersten D^ gesetzt wird; 
denn dies muss mit dem M zu einer Determinante 



MD^ 



(A=:a,i. . 



zusammentreten, welche für i, = 0, 1, ... m—n verschwindet, weil sie 
Spalten gleicher Elemente enthält; für Ä = iii— n+l, ..., m— p— 1, weil sie 
dann die Werthe c«, Cj, ..., c,_p_2 ergiebt, die der Voraussetzung nach 
verschwinden. So können wir also die Determinante in die folgende Form 
bringen : 
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M, 


.^«.-+1 


• "m— »+2 





M, 


.0»-.+, 








M, 






"m+n-2o— 2 Um—o^-x— 



m— p4-x— 2 





wobei die Bezeichnung 



6u 



6«-p 



./>« 



andeuten soll, dass die Matrix D^ über die letzte Spalte der darunter 
stehenden Matrix M zu setzen ist. Jetzt schieben wir die ersten (m—n) 
Spalten von ilfj, Ufa, ... -W»-p+i, also im Ganzen (m— «)(»— p) Spalten 
rechts ans Ende der Determinante und addiren sie zu den zurückbleibenden 
Spalten derart, dass in jeder Zeile die Reihe der Indices in der natürlichen 
Folge 0, 1, 2, . . . auftritt. Ist dies geschehen , dann stimmen die zweite, 
dritte, ... (m— «)-te Zeile, die zu Mi gehören, mit der ersten, zweiten, ... 
(m— ft— l)-ten aus M2 entnommenen Zeile überein; ebenso die zweite, 
dritte, ... von M2 mit der ersten, zweiten, ... von M3 u. s. f.; jedesmal 
findet diese Uebereinstimmung bis auf Glieder der letzten (m—n)(n—p) 
Spalten statt. Wir subtrahiren nun die angegebenen oberen von den ihnen 
gleichen unteren Zeilen und auch die letzte Zeile der Determinante von der 
drittletzten. Dann entstehen in den ersten 

[(m-w+2)(/i-p+l)+l]-[(m-»)(ff-p) + l] = m+n-2p + 2 

Spalten gerade 

(m-fjt)(w-p)+l 

Zeilen, die lediglich Nullen enthalten; und somit zerfällt e^ in das Product 
einer Determinante der Ordnung (m+ft— 2p+2) und einer solchen der Ordnung 
(m— »)(«— p)+l. Die Gestalt der ersten ergiebt sich aus unseren Schlüssen 
als die folgende: 



bo 


6. 





bo 


O.) 


Ol 





Oll 



^m + n~2p 



^m^-n—' 



m+n— 2p-hl l*m-p-4-x 



-'m— p+K— 1 



Öm-D 



^m-t-»— 2p 



^m— p-l-Jt— 1 



(m—p-\-l Zeilen) 



(»— p+1 Zeilen). 
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Die zweite DeterminaDte enthält nur Zeilen, die durch Nullen und Elemente 
6 gebildet werden 

^Oj ^1» ^2j • • »1 

0, 6o, 6i, . . ., 
und man erkennt ohne Schwierigkeit, daas ihr Werth gleich 6f«-«>^»-''>+^ 
wird. Damit ist der aufgestellte Satz bewiesen, dessen Richtigkeit so viel 
ich weiss, bisher nur in dem Falle m— «=1, «— p=l gezeigt worden 
ist (Nouv. Ann. de Math^matiques; (2) VI; 1867; p. 351). Daselbst ist der 
Schluss auf die Gleichung 

gegründet. Wir können hier umgekehrt den Schluss ziehen, dass 

durch b^'""^^ theilbar ist, falls fi nicht in a.llen seinen Ooefficienten den 
Factor 6» enthält. 

Qiessen, Juni 189ö. 
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Ueber einige Arten singulärer Punkte 
von Raumeurven. 

(Von Herrn Alfred Meder in Dorpat.) 



Einleitang. 

Definition der zu untersoohenden Arten von Punkten. 

Vi Staudt hat in der „Geometrie der Lage" eine geometrische De- 
finition der einfachsten Singularitäten ebener nnd räumlicher Curven ge- 
geben, von denen schon zwei von Monge in dem Werke „Application de 
Tanalyse ä la g^om^trie" analytisch kurz behandelt worden waren und zwar 
in § XXVII : Sur les d^velopp^es, les rayons de courbure et les diff^rents 
genres d'inflexions des courbes ä double courbure, Nr. XXX — XXXV. Ana- 
lytische Kriterien für alle diese Singularitäten zu finden, ist das Ziel der 
vorliegenden Untersuchung. 

Wir formuliren die 5/at(cf/schen Definitionen in folgender Weise. 
Es sei die zu untersuchende Curve dadurch definirt, dass die Coordinaten 
ihrer Punkte als eindeutige Functionen eines Parameters t gegeben sind, 
welche für ein bestimmtes Intervall T der Variabein / sammt ihren Ab- 
leitungen bis zu einer gewissen, später zu definirenden Ordnung hinauf end- 
lich und stetig sind. Für dieses Intervall ändern sich dann auch Tangente 
und Schmiegungsebene der Curve in stetiger Weise. 

Setzt man die eine der beiden Richtungen der Tangente in einem 
beliebigen Punkte der Curve als die positive fest, so sei die positive Rich- 
tung der Tangente im benachbarten Punkte diejenige, welche mit der posi- 
tiven Richtung der Tangente im ursprünglichen Punkte einen unendlich 
kleinen Winkel bildet. Dadurch ist, wenn man die positive Richtung der 
Tangente in irgend einem Punkte fixirt hat, auch die positive Richtung 
derselben in jedem beliebigen anderen Punkte der Curve, für welchen / 
dem Intervall T angehört, festgelegt. 
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In Fig. 1 seien die positiven Richtungen der Tangenten dnreh die 
Pfeilspitzen angedeutet Lässt man einen Punkt von A ans die Curve 
durchlaufen, so sieht man, dass er sich auf 
der zugehörigen Tangente in der einmal an- ^*^' ^* 

genommenen, in unserem Falle der positiven 
Richtung fortbewegt Dieses geschieht, bis er 
nach B gelangt. In B ändert er seine Fort- 
gangsrichtung und bewegt sich nach der ne- 
gativen Seite der Tangente hin. Ein solcher 
Punkt B wird ein Rückkekrpmkt der Curve 
genannt. 

Wie es zur Bestimmung, ob ein Punkt der Curve ein gewöhnlicher 
oder ein Rttckkehrpunkt ist, nöthig war, auf der Tangente eine gewisse 
Richtung zu fixiren, so muss man, um die Drehung der Tangente unter- 
suchen zu können, die eine Seite der Schmiegungsebene als die positive 
festsetzen. Die positive Seite der Schmiegungsebene im benachbarten 
Punkte sei dann dadurch bestimmt, dass die nach den positiven Seiten der 
beiden Ebenen gezogenen Lothe mit einander einen unendlich kleinen 
Winkel bilden. Es ist dadurch für den ganzen, dem Intervalle T ent- 
sprechenden Verlauf der Curve die positive Seite der Schmiegungsebene 
bestimmt 

Lässt man die Tangente längs der Curve ohne Gleiten hinrollen, so 
wird sie oflPenbar in der zugehörigen Schmiegungsebene, wenn man die- 
selbe immer von der positiven Seite aus betrachtet, sich in einem gewissen 
Sinne, mit oder entgegengesetzt dem Gange des Uhrzeigers, drehen und 
nur in einzelnen Punkten ihren Drehungssinn umkehren. Kehrt die Tan- 
gente in einem Punkte der Curve ihren Drehungssinn um, so wird sie in 
dieser Lage Rückkehrlangente genannt 

Der Drehungssinn der Schmiegungsebene wird durch folgende Fest- 
setzungen bestimmt Ist auf der Tangente eine Richtung als die positive 
fixirt, so muss die Schmiegungsebene, wenn man immer nach der positiven 
Richtung der Tangente sieht, sich im allgemeinen in dem anfangs an- 
genommenen Sinne drehen, mit oder entgegengesetzt dem Gange des Uhr- 
zeigers. Nur in einzelnen Punkten der Curve kann sie ihren Drehungssinn 
umkeliren und wird dann Rückkehrebene oder stationäre Schmiegungsebene 
genannt 

7* 
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Da in jedem Punkte der Curve Punkt, Tangente und Schmiegungs- 
ebene gewöhnliche oder RUckkehrelemente sind, so können wir danach 
acht verschiedene Arten von Punkten unterscheiden, welche nach Wiener 
in dem folgenden Schema dargestellt werden: 
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Hierbei bezieht sich die erste Reihe (P) auf das Verhalten des 
Punktes, die zweite (/) auf das der Tangente, die dritte (S) auf das 
der Schmiegungsebene. Das Zeichen + bedeutet, dass das betreflPende Ele- 
ment kein RUckkehrelement ist, das Zeichen — , dass es ein Rttckkehr- 
element ist. 

L 

Einleitende Sätze. 

§ 2. 
Von drei Grössen (7, F, W, die derartig mit einander verbunden 
sind, dass sie bei einer Coordinatentransformation von der Form: 

(1.) ' »1 = ^2X+ß2y+Y2^y 

in die folgenden Werthe übergehen: 

. (2.) V, = a,U+ß,V-\-Y,W, 

. W, = a,U+ß,V+y,W, 

sagt man, dass sie sich wie die Coordinaten ändern. 

Aendern sich drei Grössen ü, F, W bei einer Coordinatentransfor- 
mation von der Form (1.) wie die Coordinaten und sind eine oder zwei 
von ihnen von Null verschieden, so kann man immer ein neues Coordinaten- 
system mit demselben Anfangspunkte finden, in welchem alle drei von 
Null verschieden sind. Sind die drei Ausdrücke 17, T, W dagegen alle 
gleich Null, so sind sie es auch in jedem anderen Systeme, welches mit 
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dem ursprünglichen denselben Anfangspunkt hat. Der Beweis ergiebt sich 
aus der Betrachtung der Gleichungen (2.); desgleichen ist leicht zu er- 
sehen, dass das neue System das allgemeinere ist. 

Drei Grössen, die sich wie die Goordinaten ändern und mit denen 
wir es später oft zu thun haben werden, sind z. B. die Ausdrücke: 

A = yV'-y"Ä', B = «V'-»'V, C = xY^xY, 

in denen die Accente die Abbleitungen nach dem unabhängigen Parameter 
/ bedeuten. 

Zum Beweise hierfür braucht man nur die transformirte Form zu 
bilden. 

= (ot,x'+ß,y'+r2^X^^x''+ß,y''^y,z'')-'(a,x''+ 

== (ß2r^-ß.r2Xy'^''-y''^')+(j20^,-r^o^2X^'^^^^ 

Sind, wie wir annehmen wollen, die beiden Coordinatensysteme 
rechtwinklig und congruent, so bestehen die Relationen: 

An-Äy2 = «1, r^cc^—r^fh-ßi, «2Ä-a3/52 = ri' 

Die Ausdrücke A, B, C gehen also in die folgenden Werthe über: 

Ar = a,A+ß,B-]-r,C, 
(3.) ^ B, = a,A+ß,B+r2C, 

C, = ct,A+ß,B+r,C. 

Die Grössen A, B, C ändern sich in der That wie die Goordinaten. 
Dasselbe ist der Fall mit den Ableitungen von -^^ B^ C nach t^ wie sich 
durch Differentiation der Gleichungen (3.) ergiebt. 

§3. 
Es mögen die n ersten Ableitungen von x, y, z nach / verschwin- 
den, die (»+l)-te mindestens einer der drei Goordinaten dagegen von Null 
verschieden sein. Da die Ableitungen von a?, y, z sich bei einer Coordinaten- 
transformation wie die Goordinaten selbst ändern, so können wir nach dem 
eben Gesagten durch eine Drehung des Coordinatensystems bewirken, dass 
die (»+l)-ten Ableitungen aller drei Goordinaten von Null verschieden 
sind, während die Ableitungen bis zur «ten Ordnung hinauf gleich Null 
bleiben, und es ist dieses letztere System das allgemeinere. 
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(4.) L'=y" = ... = yC-) = 0, y<-^»^^0 

a' == a" = ... = «w = 0, ^(--»■^> ^ 0. 

Es verschwinden infolge dieser Bedingungen (4.) mehrere von den 
ersten Ableitungen von A, B, C, und es soll gefunden werden, bis zu 
welcher Ordnung hinauf dieses bei einer allgemeinen Lage des Coordinaten- 
Systems der Fall ist. 

Die Ableitungen von A sind: 

A = y'z"-y''z\ 
Ä = »V"-y'V, 

Ersichtlicher Weise können auch alle übrigen Ableitungen von A 
in der Gestalt einer Summe von Gliedern geschrieben werden, die die 
folgende Form haben: 

wobei Kfi und i+At um 3 grösser ist, als die Ordnung der zugehörigen 
Ableitung von A. Eine beliebige, etwa die mte Ableitung von A wird also 
folgende Gestalt haben: 

»'=1 

WO IC ein positiver numerischer Coefficient ist und allgemein [ti] die grösste 
irgend einen Werth u nicht übersteigende ganze Zahl bedeutet. 

Von den Gliedern unter dem Summenzeichen verschwinden wegen 
der Gleichungen (4.) alle, in denen v<;ft+l ist Soll A^"^^ von Null ver- 
schieden sein, so muss in mindestens einem Glieder ^w+l und m+3— r^» + 2 
sein. Aus diesen beiden Ungleichungen findet man: 

m ^ 2n. 

Der kleinste Werth, den m annehmen kann, wenn A^"^^ von Null 
verschieden ist, ist also m = 2ii^ es ist danni 

Es verschwinden also infolge der Bedingungen (4.) die 2»— 1 ersten Ab- 
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leitnngen von A, während die 2iite von Null verschieden ist Die Aus- 
drücke J? = J5V— ä'V und C = x'y"--x"y' und ihre Ableitungen erhält man 
aus A und den entsprechenden Ableitungen von A^ indem man y, z durch 
J5, X resp. X, y ersetzt. Infolge der Bedingungen (4.) verschwinden also 
auch von B und C die 2n-l ersten Ableitungen. 

§4. 

Die Ausdrücke A, B, C und ihre Ableitungen können auch ver- 
schwinden, wenn zwischen den Ableitungen von x, y, i gewisse Beziehungen 
bestehen. 

Zunächst sei a?', y', «' ^ 0. 

A = »'«"~y"«', B = ^V'-«'V, C = xY--xy. 
Aus ^ = J? = C = folgt die Doppelproportion: 

Verschwinden noch die ersten Ableitungen von A, B, C, so erhält man: 

a?':y':V = er"' : y'" : «'", 
zusammen mit dem Vorhergehenden: 

(r':y':a' = a:":y":Ä" = a?'":»"':V". 

Durch den Schluss von m— 1 auf m lässt sich beweisen, dass aus 
dem Verschwinden von A, B, C und ihren ersten m Ableitungen die nach- 
stehenden Beziehungen zwischen den Differentialquotienten von x, y, z folgen: 
x':y':z' = x" : y" : »" = • • . = a;Cm+2) . ^^(«+2, . ^(«n-a)^ 

Es sei gefunden, dass, wenn A, B, C und ihre m— 1 ersten Ableitungen 
verschwinden, die folgenden Gleichungen bestehen: 

(5.) x' : y' : «' = x" : y" :»" = -.. = a:(''*+»> : y^^^'^ : a^m^-i)^ 

wie es für m— 1 = und m— 1 = 1 gezeigt worden ist. 

Der Ausdruck für A^'^y reducirt sich wegen der Gleichungen (5.) 
auf ein einziges Glied: 

Aus ^*<'»' = folgt: . 

(6.) y'sC«+2)_^(«+2,^- = 0. 
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Ebenso findet man aus B^"*^ = 0: 

(7.) -5;'a-(«+^)-a^"'"^^>(r' = 0. 

Aus den Gleichungen (6.) und (7.) ergiebt sich: 

Man erhält in der That aus dem Verschwinden von A, B, C und 
ihren m ersten Ableitungen die folgenden Relationen: 

x ty'iz == x" : y" :«" = ... = 4;^"'+^> : y<"'+2> : «(-+2). 

Anders verhält es sich mit diesen Beziehungen, wenn schon einige der 
ersten Ableitungen von a?, y^ « verschwinden. 
Es sei jetzt: 

aj' = 0?" = ... = x^''^ = 0, a?<^'^»> ^ 0, 

Hieraus folgt nach § 3: 

B=^B' =... = ß(^-»> = 0, 

c = c' = ... = c^'*-^^ = o. 

Die 2iiten Ableitungen von A, B, C reduciren sich alle auf ein Glied. 

^(2») ^ ;^';^(y('»+')^(n+2)_y(»+2)^(n + l)^^ 
ßi7n) ^ )t^;;^^(^(«+l)a;C« + 2)_g(ni-2)^(n+l))^ 

CC2«) = Ä^!;.i(a;^»+^)y(-+2)-a?<"+^>y^»+^>). 
Aus ^^''•^ = Ä^'"^ = C^'»> = erhält man: 

Durch den Schluss von m— 1 auf m lässt sich zeigen, dass, wenn 
die n ersten Ableitungen von x, y, z und die Grössen A, B, C nebst ihren 
m ersten Ableitungen verschwinden, wobei nach § 3 m^2»—l sein muss, 
die folgenden Proportionen bestehen: 

Wir nehmen an, dass beim Verschwinden der n ersten Ableitungen 
von Xy y, z und der m— 1 ersten Ableitungen von A, B, C die folgenden 
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Oleichungen richtig sind: 

(9.) a-^*-'-*):i/^»+^>:5(''+^^ = a;^"+^>:i/(''+^^:a^"+"^> = ... = j;('«-«+n.^(m-n+i).^(m-«+t)^ 

Der Ausdruck ftlr A^"^^ war: 



[-2-] 



Die Summanden, in denen y<in+l ist, fallen weg, da die n ersten 
Ableitungen von Xj y, z gleich Null sind. Die Summanden, in denen 
v>n+l ist, fallen weg wegen der Gleichungen (9.). Es bleibt also 
nur übrig: 

Ersetzt man y, z durch a, x resp. x, y, so erhält man B^"'^ resp. C^"*\ 
Aus A^"^^ = ß^*"^ = C^*"^ = ergiebt sich: 

|.(« + l)^(m-»+2)_ (m-ii + 2)^(«-Hl) __ Q 
^(n + l) (m-»i + 2)_^(m-ii+2) (n+1) _ Q^ 

Diese drei Gleichungen kann man aber folgendermassen schreiben: 

Zusammen mit den Gleichungen (9.) giebt diese Relation die Behauptung (8.), 
da die Gleichungen (9.) richtig sind für m— 1 = 2». . 

Da wir auf die in diesem Paragraphen gefundenen Resultate öfters 
werden verweisen müssen, so wollen wir dieselben in einem besonderen 
Satze formuliren. 

Satz I. Sind zu gleicher Zeit nachstehende Gleichungssysteme erfüllt: 

x' = a:"=.-. = a:^''> = 0, a:<"^^> ^ 0, ^ = ^'= ... = ^w =, o, ^^""^^^ ^ 0, 

j,' = y" = ... = y(«) = 0, y^""^'^ ^0, und 8^8'=^-= ß<"*> = 0, B^""^'^ ^ 0, 
^' ^ ^" ^ ... ^ ^(n) ^ 0, «("+'> ^0, c = c = ... = C^"*> = 0, C^"^^'^ ^ 0, 

wobei m^2«--l isty so bestehen zwischen den Ableitungen der Coordinaten 
die folgenden Relationen: 
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§5. 
Ein Aasdruck, der in unseren späteren Betrachtungen eine grosse 
Rolle spielt, ist die folgende Determinante: 



J = 



X 



Die Ableitungen von J haben nachstehende Oestalt: 
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wobei zu summiren ist über alle ganzzahligen Werthsysteme ^, v, für 
welche 0<A^<Cy<;p+6— ,m— y und wo der numerische Coefficient 
*;;,, > ist. 

Es mögen die folgenden Systeme erfüllt sein: 



(10.) 



(11.) 



Jf 



X = X =^ 

n 



= ar<-> = 0, sr' 



,(»+») : 



y =y 

»' = *" = 

i A = A' = 
B = B' = 
C=C' = 



0, 

• = aW = 0, a^-+') ^ 0, 

= A^"-^ = 0, A^"-^'^ ^ 0, 

= ßf"'> = 0, ßC^+'J ^ 0, 

= C'"" = 0, C<"+'> ^ 0. 

Eb soll bestimmt werden, bis za welcher Ordnung hinauf die Ableitungen 
von J in Folge dieser Bedingungen verschwinden. 

Die Bedingung (11.) können wir nach Satz I folgendermassen for- 
mnliren: 

(12.) 4"^"+») : «("+') : aC»+0 — , . . = j.(.m-n-^2) . „(m-n+S) . j(m-n+2)^ 

In dem Ausdrucke für J^"^ verschwinden wegen des Systems (10.) alle die- 
jenigen Einzeldeterminanten, in denen fi kleiner als «i+l ist, und ausserdem 
wegen der Relation (12.) diejenigen, in welchen v kleiner ist als m— «+3, 
da dann in diesen die Subdeterminanten aus dem Systeme der beiden 
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ersten Horizontalreihen gleich Null sind. Es ist also J^^^ nur dann von 
Null verschieden, wenn die folgenden Ungleichungen erfüllt sind: 

iti ^ n+l, 
y ^ »1—11 + 3, 
p + 6— ^t— y ^ v-\-l. 
Hieraus erhält man für p: 

p^ 2m-ft+2. 

Ist p = 2m— »+2, so besitzt es seinen kleinsten möglichen Werth, für 
welchen J^^^ von Null verschieden sein kann, d. h. die erste Ableitung von 
J, welche infolge der Bedingungen (10.) und (11.) nicht verschwindet, ist 
von der Ordnung 2m— »+2, sie hat den Andruck: 



V(2m— iH-2) JL2m— «+2 



r(«+0 



►i(«-l-l) 



,(n+l) 



^(m-n4-3) (m— n+3) ^(«-«4-3) 

^(m-n + 4) («— n+4) ^(m-«-|-4) 



Dieses Resultat können wir mit dem in § 3 gefundenen in den fol- 
genden Satz zusammenfassen. 

Satz n. Ist bei einer allgemeinen Lage des Coordinatensystems : 

«' = «"=... = a^-> = 0, «^''+^>^0, 

so bestehen die Gleichungen: 

^ = ^' = ... = ^(2-0 = 0, 
ß = ß' = ...= ßC^'-^) = 0, 

c = c' = .-- = c^'*-'^ = o. 

Ist ausserdem das nachstehende System erfüllt: 

^(21.) ^ ^C2« + l) ^ . . . ^ ^(m) ^ 0, ^^"* + '> ^ 0, 
ß(2») ^ ß(2n+l) ^ . . . ^ J5(«) ^ 0, ß^'"+'^ ^ 0, 

C(2«) = c('"+^> = . . . = C^^^ = 0, C^"-^*^ ^ 0, 
so ist 

^/ = ^/' = . . . = jo^-^+^) = 0, 

während ^^^"*-"-»-^> «o» iVw// verschieden sein kann. 

8* 
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§6. 
Es seien u und v irgend zwei Functionen des Argumentes /. Dann 
hat die «te Ableitung des Produetes ut> die folgende Gestalt: 



(13.) 









Verschwinden für irgend einen Werth des Argumentes t die Functionen 
u und t, sowie die ersten i— 1 Ableitungen von u und die ersten ^—1 Ab- 
leitungen von V, so ist die erste nicht verschwindende Ableitung des Pro- 
duetes UV von der Ordnung i+.**, denn es reducirt sich der Ausdruck (13.) 
ftlr n = l'\'fi auf: 

Während die Ableitungen niedrigerer Ordnung des Produetes uv sämmtlich 
verschwinden. 

Durch den Schluss von m— 1 auf m lässt sich allgemein beweisen, 
dass, wenn für einen Werth des Parameters / die folgenden Relationen 
bestehen: 



(14.) 



W, = flj = • 

^2 = «4 = • 
w«. = <*=•• = 






u'y 



= 0, u] 



(^m) 



0, 



die erste nicht verschwindende Ableitung des Produetes !iiW2...f<„ von der 

Ordnung ^ + A2H h^«. ist. 

Die i»te Ableitung des Produetes UxU2^..u^ kann man folgendermassen 
schreiben: 

. + (Witl2...fl«_i)«ir^- 

Wir nehmen an, wie es für m— 1 = 2 richtig ist, dass eine beliebige, etwa 
die pte Ableitung eines jProductes von m— 1 Factoren die folgende Ge- 
stalt hat: 

(16.) (u,u,,..u„,^,y'' = ^/f;;-.„«r'^ti^)...fiiv\ 

wo K;^-.i,^ ein positiver aus Binomialcoefficienten zusammengesetzter Factor 



(15.) { 
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ist und wobei zu summiren ist über alle ganzzahligen Werthsysteme r, für 

welche Vi+y2'\ h^m-i = p ist. 

Setzt man in dem Ausdrucke (15.) für die Ableitungen des Productes 
tti«fj.-.«««_i die Werthe aus der Gleichung (16.) ein, so erhält man: 



(17.) 



Hierbei ist die Summe zu bilden über alle ganzzahligen Werth- 
systeme y, für welche ^i+^aH hv^^n ist, und der Coefficient ff^,, ist 

stets positiv. Die Gleichung (17.) gilt für jedes beliebige m, da sie nach 
(16.) richtig ist für iw-1 = 2. 

Besteht das System (14.), so fallen in dem Ausdrucke (17.) alle 
Glieder weg , in denen v^ < l^ ist , wenn man ill der Reihe nach gleich 
1, 2, . . ., m setzt. Soll die wte Ableitung des Productes iiiWa-Wm von Null 
verschieden sein, so müssen die folgenden Relationen bestehen: 

(18.) '^H = ^M' ^^ " '' ^' •••» "*^ 

Summirt man alle Ungleichungen (18.), so erhält man, da 

ist: 

Die erste nicht verschwindende Ableitung des Productes fiiW2...ii« ist, 

wenn die Gleichungen (14.) bestehen, von der Ordnung A^+^jH h^«, sie 

reducirt sich auf ein einziges Glied: 

Für den Fall, dass einige der Factoren u^ unter einander gleich 
sind, ergiebt sich der folgende Satz: 

Satz III. Bestehen für irgend einen Werth des unabhängigen Para- 
meters t die folgenden Relationen: 

SO ist die erste nicht verschwindende Ableitung des Productes 

uvui\..ujr 
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ron der Ordnung 



K^l + hy2+'- + ^my„, 



Der folgende Satz bedarf keines weiteren Beweises. 

Satz IV. Nimmt ein Ausdruck für irgend einen Werth der unab- 
hängigen Veränderlichen die Form ^ an, so ist der wahre Werth desselben 
Nully endlich oder unendlich gross, je nachdem die Ordnung der ersten nicht 
verschwindenden Ableitung des Zählers grösser, gleich oder kleiner ist, als die 
der ersten nicht verschwindenden Ableitung des Nenners. 



IL 

Singularitäten ebener Curven und Rückkebrpunkte bei Raumcurven. 

§7. 
Ehe wir an die analytische Darstellung der in der Einleitung defi- 
nirten acht Arten singulärer Punkte bei den Raumcurven gehen, wollen 
wir die Kriterien für die entsprechenden Fälle bei den ebenen Curven her- 
leiten. Bei den ebenen Curven findet nur einer der folgenden vier Fälle statt: 





P 


t 




1 


+ 


+ 


regulärer Punkt. 


2 


+ 


— 


Wendepunkt. 


3 


— 


+ 


Rückkehrpunkt erster Art oder Spilte. 


4 


— 


— 


Rückkehrpunkt zweiter Art oder Schnabelpunkt. 



In einem Rtickkehrpunkt müssen, wie aus Fig. 2 und Fig. 3 ersicht- 
lich ist, bei einer allgemeinen Lage des Coordinatensystems, die Coordinaten 



Fig. 2. 



Fig. 3. 



y 
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den Sinn ihres Ab- oder Zunehmens wechseln. Fttr einen Rttckkehrpankt 
müssen also in einem allgemeinen Coordinatensystem die folgenden Bedin- 
gungen, die zugleich nothwendig und hinreichend sind, erfüllt sein: 



X = X = 



»'=»'=• 






Fig. 4. 




WO a irgend eine positive ganze Zahl ist.' 

Zur Bestimmung des Drehungssinnes der Tangente betrachten wir 
den Durchschnittspunkt c^ (Fig. 4) derselben mit einer beliebigen festen 
Geraden g, welche nicht durch den 
zu untersuchenden Punkt der Curve 
geht. Aus der Figur ist ersichtlich, 
dass, wenn die Tangente ihren 
Drehungssinn umkehrt, auch der 
Punkt Cy auf der Geraden g seine 
Fortgangsrichtung ändert. Die Ge- 
rade g sei die y-Axe. Der Punkt 
c^ wird erhalten, wenn man in der 
Gleichung der Tangente 

t] = setzt: 

^ = -T' — 

Soll der Punkt Cy seine Fortgangsrichtung umkehren, so muss I' = 
und die erste nicht verschwindende Ableitung von | von gerader Ordnung sein. 

* "" y" ■" y" ' 
Wäre y = 0, so würde der betrachtete Punkt der Curve auf der 

Geraden g liegen, was wir ausgeschlossen haben. Aus I' = folgt also 

d = und umgekehrt. Es ist leicht einzusehen , dass von den folgenden 

beiden Systemen das eine immer aus dem anderen folgt: 

r = r = --- = r^ =0, r-^^>^o, 

cT = J' = .. . = (jc-^) = 0, ^^^> ^ 0. 

Das analytische Kriterium für das Auftreten einer Rückkehrtangente bei 
einer ebenen Curve ist: 
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Im Falle x' = y*^0 ergiebt sich für ^' der Werth %, doch bleibt 
das Kriterium für die Rückkehrtangente dasselbe, wie später bei den Ranm- 
curven streng bewiesen wird, 

§8. 

Wir können jetzt zur analytischen Charakterisirung der in der Einleitung 
definirten acht Arten von singulären Punkten bei Raumcurven übergehen. 

Bei einem Rückkehrpunkte im Räume wechseln offenbar, ebenso wie 
in der Ebene, in einem allgemeinen Coordinatensystem die Coordinaten den 
Sinn ihres Ab- oder Zunehmens, es müssen also die ersten Ableitungen 
der Coordinaten nach dem Parameter t verschwinden und die ersten nicht 
verschwindenden Ableitungen derselben von gerader Ordnung sein. 

Für das Auftreten eines Rückkehrpunkles sind in einem allgemeinen 
Coordinatensystem folgende Bedingungen nothwendig und hinreichend: 

tro et irgend eine positive ganze Zahl ist. 

Natürlich werden bei einer speciellen Lage des Coordinatensystems 
die Ableitungen der drei Coordinaten nicht alle bis zu derselben Ordnung 
hinauf verschwinden, man kann aber auch dann gleich erkennen, ob der 
Punkt der Carve ein Rückkehrpunkt ist oder nicht. 

Es mögen für einen Punkt der Curve die folgenden Gleichungen 
bestehen : 

Aus § 2 folgt, dass in einem allgemeinen Coordinatensystem die « 
ersten Ableitungen aller drei Coordinaten gleich Null, die (a+l)-ten da- 
gegen alle von Null verschieden sind. Ob ein Punkt der Curve ein Rück- 
kehrpunkt ist oder nicht, darüber entscheidet also in einem speciellen 
Coordinatensystem diejenige Coordinate, von der die wenigsten der ersten 
auf einander folgenden Ableitungen verschwinden. Ist die Anzahl dieser 
verschwindenden Ableitungen ungerade, so ist der Punkt ein Rückkehrpunkt, 
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sonst nrcht Bei der Herleitnng der Eigenschaften der Curve in einem 
Rückkehrpunkte muss natürlich das allgemeine System a = ß ^y zu Grnnde 
gelegt werden. 



IIL 

Räckkehrtangente (Lineare Inflexion). 

§9. 
Denkt man sich im Räume eine beliebige Ebene JE (Fig. 5), die 
nicht durch den zu untersuchenden Punkt der Curve geht und überhaupt 
zu demselben keine besonders aus- 
gezeichnete Lage hat, so schneiden ^g-^- 
die Schmiegungsebenen der Curve auf 
dieser Ebene E die Geraden 1, 2, 3, 4, . . . 
aus, die Schnittpunkte je zweier auf 
einander folgender Geraden I, II, III, . . . 
sind die Durchschnittspunkte der Tan- 
genten der Curve mit der Ebene E. 
Aus der Definition des Drehungsöinnes 
der Tangente folgt, dass, wenn die 
Tangente ihren Drehungssinn umkehrt, 

der Durchschnittspunkt derselben mit der Ebene E seine Fortgangsrichtung 
ändert, also ein Rückkehrpunkt ist, und umgekehrt. Analytisch lässt sich 
diese Bedingung für die Rückkehrtangente folgendermassen formuliren. Die 
Gleichungen der Tangente an die Curve xyz sind, wenn man durch ^, a/, t 
die laufenden Coordinaten der Tangente bezeichnet: 

(Tj^y)x' = (§-'x)y\ 

Die Ebene E sei die ya-Ebene. Für den Durchschnittspunkt der 
Tangente mit dieser Ebene erhält man die Coordinaten: 




C = - 



_ yx—y'x 
'1 — ^f 9 



X ' ' X 

Führt man wieder die folgende Bezeichnung ein: 

Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 1. 9 
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80 kann man schreiben: 

c.f xB f — xC 

^ """^' ^ '^~x^' 

Soll der Punkt (ij^ ein Rttckkehrpankt sein, so müssen i?' und S' ihr 
Zeichen wechseln. Der Nenner x'^ kann als quadratisches Glied sein 
Zeichen nicht umkehren, ebensowenig x, da das nur eine specielle Lage 
des Coordinatensystems bedeuten würde. Es wechseln also 17' und ^' dann 
und nur dann ihr Zeichen, wenn C und B es thun und umgekehrt. Die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass der Punkt (ly^ in 
der Ebene 1 = ein Rttckkehrpunkt ist, ist also: 

J? = J5' = ... = J?(^^> = 0, Ä^'^-*-'> ^ 0, 

C = C = . . . = C^'^> = 0, C^'^+^> ^ 0. 

Aus den Betrachtungen in § 4 folgt, dass dann auch von A dieselben Ab- 
leitungen verschwinden: 

Die Curve besitzt dann und nur dann eine Rückkehrlangente, wenn in 
dem betreffenden Punkte bei einer allgemeinen Lage des Coordinatensystems 
die folgenden Relationen erfüllt sind: 

fi = J5' = ... = ß^w = 0, ^'^-»-'> ^ 0, 
C c= C' = ... = C(^^> = 0, C^'^+^> ^ 0, 

tro ß eine positive ganze Zahl oder Null bedeutet. 

Umgekehrt folgt aus den letzten Betrachtungen, dass, wenn die 
Curve keine Rückkehrtangente besitzt, A, B, C ihr Zeichen beibehalten 
müssen. 

§10. 

Bei unseren letzten Untersuchungen haben wir die Frage nicht be- 
rücksichtigt, ob die Ableitungen von t] und ^ immer endlich sind. Wir 
wissen daher noch nicht, ob wir in der Ebene E einen Rückkehrpunkt von 
genau denselben Eigenschaften erhalten, wie den in § 8 definirten, da ftlr 
denselben die Coordinaten und ihre Ableitungen bis zu einer gewissen Ord- 
nung hinauf endliche Functionen des Parameters t sein mussten. Es ist 
daher jedenfalls von Interesse, die Grenz werthe der Ableitungen von 17 und ^ 
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ZU finden, es wird sich dabei ergeben, dass sie bis zu einer gewissen Ord- 
nung hinauf endlich sein müssen und wir in der That einen Rttckkehrpunkt 
von denselben Eigenschaften, wie den früher betrachteten, erhalten. Wir 
wollen daher das Kriterium für die Rückkehrtangente vollkommen streng 
herleiten, indem wir die auf einander folgenden Ableitungen von ^ einzeln 
untersuchen. 

Wir wollen zunächst annehmen, dass x', y\ a' von Null verschieden 
sind. Im Fall die Curve eine Rückkehrtangente besitzt, muss, wie wir ge- 
funden haben, der Punkt (r\C) ein Rückkehrpunkt sein. Die ersten Ab- 
leitungen seiner Coordinaten hatten folgende Gestalt: 

Wenn der Punkt (t;^) ein Rückkehrpnnkt ist, so muss 

sein, denn von o; = kann man absehen, da das nur bei einer speciellen Lage 
des Coordinatensystems der Fall wäre; ausserdem ginge dann auch die Ebene E 
durch den betrachteten Punkt, was wir ausgeschlossen haben. Um zu er- 
kennen, ob £ = = auch die hinreichende Bedingung dafür ist, dass der 
Punkt (ij^ in der Ebene E (? = 0) seine Fortgangsrichtung umkehrt, ist 
es nöthig, die folgenden Ableitungen von ri und X> zu bilden. Setzen wir 
xx''^ = 6, so ist X! = bB und eine beliebige, etwa die rte Ableitung von ^ 
hat die Gestalt: 

Die Factoren 6^*'^ können nicht unendlich gross werden, da sie Bruchform 
haben und der Nenner immer eine Potenz von x' ist, welches wir als von 
Null verschieden angenommen haben. Die Grösse b selbst ist endlich und 
von Null verschieden. 

Für Ä = reducirt sich r = b'B+bB' auf bB\ Der Ausdruck T 
ist von Null verschieden oder gleich Null, je nachdem B' von Null ver- 
schieden oder gleich Null ist und umgekehrt. Ist etwa B' = 0, so bleibt 

in dem Ausdrucke 

^"' = b"B+2b'B'+bB'' 
nur ein Glied übrig: 

t"' = bB". 
Es ist also ^'" gleich Null oder von Null verschieden, je nachdem ß" 
verschwindet oder nicht. 

9» 
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Wir nehmen an, dass von den folgenden beiden Systemen das erste 
immer aas dem zweiten folgt and umgekehrt das zweite eine Folge des 
ersten ist: 

^' = ^" = ... = ^-^) =0, 



^ '^ lß = ß' = ... = Ä(^-^> = 0. 



Man kann dann zeigen, dass 1^^^ gleich Null oder von Null verschieden ist, 
je nachdem ß^'""*^ verschwindet oder nicht. 

Aus der Reihenentwickelung (1.) ist ersichtlich, dass S^*^^ sich auf 
^ß(r-i) reducirt, woraus unsere Behauptung folgt. Die Gleichungen (2.) 
sind, wie wir gezeigt haben, richtig für r— 1 = 2 und r— 1 = 3, es folgen 
also immer die nachstehenden zwei Gleichungssysteme aus einander: 

^' = ^ = ... = ^(0 = 0, c^^-^*>^o, 
J? = ß' = ... = J?(^-o = 0, Ä^^> ^ 0. 

Ist der Punkt (i?^ in der Ebene ^ = ein Rttckkehrpunkt, so müssen 
die Ableitungen von ^ bis zu einer ungeraden Ordnung hinauf gleich Null 
und die erste nicht verschwindende Ableitung von ^ von gerader Ord- 
nung sein: 

^' = ^" = . . . = ^(2y«+i) = ^^2>'+2> ^ 0. 

Daraus folgt aber, wie wir eben gesehen haben: 

Für die Grössen C und A erhält man analoge Gleichungen, das eben 
hergeleitete Kriterium für die Rückkehrtangente stimmt genau mit dem 
früher gefundenen üherein. 

§11- 

Schwieriger gestaltet sich die Untersuchung, wenn a?' = y' = j»' = 
ist, da dann der Ausdruck: 

^f xB 

^ ^ ~^ 

die Form ^ annimmt. 
Es sei jetzt: 

a:' = aj" = • • . = x<"' = 0, «'"+'> ^ 0, 
»' = 8" = . . . = sC) = 0, »(-+>' ^ 0. 
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Nach Satz II verschwinden dann die folgenden Ableitungen von B: 
ß = ß' = ... = ß(2.-^) = 0, 
während die 2iite Ableitung von B von Null verschieden sein kann. 

Die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitung des Zählers 
B ist grösser oder gleich 2n, je nachdem B^'^"^ gleich Null oder von Null 
verschieden ist. Die erste nicht verschwindende Ableitung von x' ist die 
fite, folglich nach Satz III die erste nicht verschwindende Ableitung des 
Nenners x'^ die 2iite. Der Grenzwerth des Bruches Bx'^^ kann nach 
Satz IV nicht unendlich gross sein und ist gleich Null oder von Null ver- 
schieden, je nachdem Ä^^"^ verschwindet oder nicht. Wir können dieses 
Resultat auch noch verificiren, indem wir von Zähler und Nenner des Aus- 
druckes (3.) die 2iite Ableitung bilden, dieselbe reducirt sich auf ein Glied: 

Bilden wir jetzt unter der Voraussetzung S' = 0, also auch B^^^ = 0, 
den ersten Differentialquotienten des Ausdruckes (3.): 

^^') X ~ x'' x" 

Die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitung des Zählers B' 
im ersten Bruche ist ^ 2n, des Zählers x'^B im zweiten Bruche ^ 3« 
(Satz III). In beiden Fällen gilt das obere oder untere Zeichen, je nach- 
dem fi<^""*'^> gleich Null oder von Null verschieden ist. Die ersten nicht 
verschwindenden Ableitungen der Nenner sind von der Ordnung 2« resp. 3». 
Wir mtlssen also nach Satz IV erhalten, dass S" gleich Null oder von Null 
verschieden ist, je nachdem ß^^""*-^> verschwindet oder nicht. Um den wahren 
Werth des Ausdruckes f'^"^ zu finden, müssen wir von Zähler und Nenner 
des ersten Buches die 2iite, von Zähler und Nenner des zweiten Bruches 
die 3iite Ableitung bilden. 

■^ ~ 2ii(2ii-l)...(n+l)(xC-+'))' * 
Um die 3»te Ableitung von x"B zu bilden, müssen wir in der Reihe 
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die Buchstaben ti, r, p durch die folgenden Werthe ersetzen: 

Es verschwinden alle Glieder bis auf dasjenige, in welchem 1/ = «— 1, 
p— v = 2«+l ist, und man erhält: 



^^ ^; - 1.2...r2n+l) ^ ^ 



.(2n+l) 

Um die 3«te Ableitung von x'^ zu bilden, setzen wir: 

«1 = 0?', r = x'^, p = 3«. 

Es verschwinden alle Glieder, bis auf dasjenige, in dem v = ii, p—v=^2n 
ist, und man erhält: 

/^'3N(3n) _ 3n(3n— 1) . . . (n+ 1) ^(n-4-n (j^^^yQn)^ 

1 * ^ • . . ^fi 
Es ist aber: 

(a;'*)('"' = 2*1(2«- l)...(>i+l) ^^.c.+iy^ 

Setzt man dieseu Wertb in deu vorigen Aasdrack ein: 

, „.(3,) _ 3>i(3ii-l)...(>i+l) 2fi(2>i-l)...(n+l) . ,,^„.3 
'^'^ >* 1.2...2» iXTT^i ^'^ ^' 

Das zweite Glied des Aasdrackes (4.) hat den folgenden Grenzwerth: 

2x"B 2B.1.2...n Bt*"+») 



a?" (2n+l)2n(2n-l)...(n+l) (x(»+'))' 

Der Ausdruck (4.) selbst gestaltet sich folgendermassen : 

« 2«(2» - 1) . . . (« + 1) V ^ 2n + 1 / (a!("+'))' 

^ 1.2...wBt^+') 

~ (2«+l)2«(2n-l)...(n+l)(a!C-+'))' " 

Aus C" = folgt J5<^+" = und umgekehrt. 
Wir wollen jetzt annehmen, es sei: 

^' = ^' = ... = ^(-» = 

und es seien die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür: 

wie wir es für r— 1 = 1 und r— 1 = 2 gezeigt haben. Es lässt sich zeigen, 
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dass ^''^ gleich Null oder von Null verschieden ist, je nachdem Ä(^+''-*> ver- 
schwindet oder nicht. 

Bildet man von ^'a?~^ = Bx'~^ die (r— l)-te Ableitung, so fallen auf 
der linken Seite alle Glieder weg, bis auf ^^'^^a?"^ und man erhält: 

Die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitung von B^'"^^ 
ist ^ 2n, je nachdem ß^^^+r-i) gi^i^]^ jjßH q^q^ yQ^ jjqH verschieden ist. Die 
erste nicht verschwindende Ableitung von o?'* ist die 2fite. Der Grenzwerth 
des ersten Gliedes B^'"'^^x'~^ ist endlich (Satz IV) und zwar Null oder von 
Null verschieden, je nachdem fic^^+r-D verschwindet oder nicht. 

Untersuchen wir gleich das allgemeine Glied auf seinen Grenzwerth 
hin. Die Ableitungen von x''^ haben die folgende Gestalt: 

(a:'-7 = ^2x'-'x', 

Die Summe ist, wie aus der Betrachtung der vier ersten Ableitungen 
von x'"^ hervorgeht, zu bilden für alle ganzzahligen Werthsysteme v^ für 
welche die Gleichungen bestehen: 



(5.) { 



^2+ n+-+^p+i~^i = -2, 



2v2+3i'3+-+(p+lK^i-v, = p-2. 
Das allgemeine Glied in dem Ausdrucke flir ^^^x"^ hat die Gestalt: 

Jeder einzelne Summand Af^ hat die Form ^. 
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Die erste nicht verschwindende Ableitung 

von x' ist von der Ordnung «, 

. a:" - - - - «-1, 

- x"' ... . «-2, 

- x^p+'^ ... . n^p, 

Aus Satz III folgt, dass die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ab- 
leitung des Zählers von M^ grösser ist oder gleich 

(n-l)v2+(n^2)v, + '- + (n^p)v^^,+ 2n+p. 

Multiplicirt man die erste der beiden Gleichungen (5.) mit fi-fl und sub- 
trahirt von ihr die zweite, so erhält man 

(»-l))/2+(«-2)vsH h(«-p)yp+i— «Vi = -2n-p. 

Die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitung des Zählers 
von M^ ist also grösser oder gleich «Vj, je nachdem Ä(^**-+^-^> verschwindet 
oder nicht. Die erste nicht verschwindende Ableitung des Nenners ist die 
nvrte^ der Grenzwerth von M^ ist also endlich und zwar gleich Null oder 
von Null verschieden, je nachdem die (2ii+r— l)-te Ableitung von B gleich 
Null ist oder nicht. Um den Grenzwerth von M^ zu finden, muss man von 
Zähler und Nenner die ny i-te Ableitung bilden. Es wird offenbar im Zähler 
sowohl, als im Nenner nur ein Glied übrig bleiben, welches von Null ver- 
schieden ist, und man erhält, wenn C^ einen numerischen Factor bedeutet: 

Nach der ersten der beiden Gleichungen (5.) ist 
folglich 



Der Ausdruck t^^'^x"^ ist eine Summe von lauter solchen Gliedern, 
also, wenn man durch Kr einen numerischen Coefficienten bezeichnet: 

f(r) ^ ß(2n+r-l) 
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Ist Kr von Null verschieden, was nachträglich bewiesen werden 
soll, so erhalten wir in der That unsere Behauptung, dass ^^^^ gleich Null 
oder von Null verschieden ist, je nachdem B^^"+'^-^^ verschwindet oder nicht. 

Es sind also für das Bestehen der Relationen 

unter der Voraussetzung, dass die n ersten Ableitungen von x, y, « ver- 
schwinden, die (»+l)-ten dagegen nicht mehr, die folgenden Bedingungen 
nothwendig und hinreichend: 

und umgekehrt. 

Es war gefunden worden, dass eine Curve dann und nur dann in 
einem Punkte eine Rückkehrtangente besitzt, wenn der Durchschnittspunkt 
(r^^ der Tangente mit einer beliebigen Ebene E ein RUckkehrpunkt ist. 
Der Punkt (rj^ ist dann und nur dann ein RUckkehrpunkt, wenn die fol- 
genden Bedingungen erfüllt sind: 

^' = ^" = . . . = ^(v-i) = 0, ^^'^> ^ 0. 
Das ist, wie eben gezeigt worden ist, nur möglich und immer der Fall, wenn 

Ebenso findet man noch die folgenden beiden Bedingungen: 

^ = ^' = . . . = ^C2n+2,-2) ^ 0, ylC^-H^r-l) ^ 0. 

Wir haben durch diese Betrachtungen genau dasselbe Kriterium fUr das 
Auftreten einer Rttckkehrtangente erhalten wie früher S. 66. 

§12. 

Wir hatten bei unseren Betrachtungen angenommen, dass der Coef- 
ficient Kr in dem Ausdrucke 

von Null verschieden ist, was wir jetzt noch beweisen müssen. Der Aus- 
druck (6^ ist der Grenzwerth von 
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Hierbei sind von x, y, z and B nnr die folgenden Eigenschaften benatzt 
worden: 

(7.) \y' = y"^-- = y'" = 0, y(-^"^0, 

(8.) ß = ß' = . . . = ß(»-+'-«) = 0. 

Der Factor K^ ist constant und aas Grössen, die nar von r und n 
abhängen, zasammengesetzt. Fttr eine andere Carve, deren Punkte durch 
die Coordinaten x, y, s gegeben sein mögen, ist B = i'x"—z!'x'. Genügen 
aj, y, « und B den Bedingungen (7.) und (8.), so erhalten wir offenbar in 
dem Ausdrucke C"^^a:~' denselben Factor K^, wie bei der ursprtlnglichen 
Gurve, da K^ nur von r und » abhängt. Um K^ zu berechnen, können 
wir also von einer speciellen Gurve ausgehen, die für irgend einen Werth 
des Parameters / den Gleichungen (7.) und (8.) gentigt, etwa von der Gurve 

X = /-+', 

(9.) ' y = f^\b,^h,t+b^e+^^^\ 

Die Ableitungen von x sind 

x' = («+i)r, 

x" = (»+!)«/--•, 

ajt") = («+l)«(»-l)...(«+2-p)r+'-'', 

xw = («+1)«(«-1)...3.2^ 

Die Coordinaten x, y, z genttgen fttr den Parameterwerth t = den 
Bedingungen (7.). Man muss noch zeigen, dass auch B die Bedingung (8.) 
erfttllt. 

B = s'x"-s"x' 

= («+l)«/'"->((»+l)cu+(«+2)c,/+(«+3)cJ*+-) 

-(n+l)/^-'((»+l)flCi,+(«+2)(n+l)c,/+(«+3)(«+2)c,<'+-) 
= -(„+l)/^"((„4.2)c. + 2(«+3)c,/+-). 
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Die ersten 2«--l Ableitungen von B verschwinden für < = sicher; 
igt Ci = 0, so ist auch J?^^*^ = 0, ebenso folgt aus Cj = das Verschwinden 
von B^"-^'^ u. s. f. Soll B = B' = . . . = JJ^^-^*^-^) == sein, so müssen in dem 
Ausdrucke für z die Coefficienten Cj, Ca, . . ., c^^i verschwinden. Es genügt 
also B der Bedingung (8.); wir können zur Berechnung von Kr von der 
Gurve (9.) ausgehen. 

Aus x' = (n+r)r folgt: 






(*'-7 



ncp) _ (-l)''2»t(2>i+l)...(2«+p-l) 



(n +!)*<*•+'' 



Setzt man diese Werthe in den Ausdrock für X>^'^x~^ ein, ao er- 
giebt sich: 



.+(■1). (-^X^r-2).^.(r-p) 2»(2»+l)...(2«+,-l)^g^ 



...+(-lX-2«(2»4-l)...(2«+r-2)-^4rr|- 

Gehen wir zum Grenzfall / = über. 

^ _ BP-^r-o , 1 2« (r-l)(r-2) 2>.(2>i+l) 

* (n+l)' K2«)! ^ >'"(2n+l)! "^ 1.2 ' (2n+2)! "•"■■ 

., (r-l)(r-2)...(r-p) 2n(2>. + l)...(2«+p-l) 



P (2«+p)! 

...(2«+r-2) ) 
-r-l)! I 



, , ,v_i 2«(2>i+l)...(2»i+r-2) ) 
•+^-^^ (2n+r-l)! 1 



+ • 



(n+l)'(2n-l)! I 2n 2n+l ^ 1.2 2«+2 

..■+C-iy ('-l)(>-2)-(r-p) .^_ . . ■ ._iy-. 1 j. 

^^ ^^ 1.2...P 2«+p ^ ^"^ ^ 2«+r-l i 
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Bilden wir den Klammeraasdrnck für r = 2 and r = 3. 
11 1 



r = 2: 
r=3: 



2« 
1 



2ii+l 
2 



2«(2f«+l) ' 
1 



1.2 



2» 2»+l ^ 2n+2 2n(2«-l-l)(2«+2) 
Durch den Schlnss von r— 1 anf r lässt sich beweisen, dass überhaupt 



(10.) 



1 
2» 



r-1 



2«+l 



(r-l)Cr-2) 
1.2 



2n+ 



_+... + (_!). 



(r-l)(r-2)...(r-p) 1 



••+(-i)'-^;rf5:3r = 



1.2...P 2«+p'^ 

(r-1)! 
2n(2n4-l)...(2n+r-l) 



Es sei gefunden, dass 

1 r-2 , (*-2)(r-3) 



(11.) 



2« 2n+ 1 



1.2 "2/1+2 "^'""^^ ^^^ 

1 



(r-2)(r-3)...(r-p-l) 1 



• + (-1)' 



r-2 



1.2. ..p 2n+p 



+ • 



(12.) 



2n+r-2 2n(2« + l)...(2n+r-2) 

ist, wie wir es für r— 1 = 2 und r— 1 = 3 gezeigt haben. 

Subtrahirt man die Gleichung (10.) von der Gleichung (11.) so er- 
hält man: 

(.J J-:!:! (r-2)(r-3) _1_ , . ,N,-. (r-2)(r-3)...(r-p) 1 , 

2n+l 2/1 + 2"^ 1.2 ■2n+3'^ "^'^ ^ 1.2...(p-l) ■2n+p''"' 



r-2 



-+(-l)^"2;iT^+(-l)^ 



(r-2):! 



2fi+r- 1 (2/1+ l)(2«+2)...(2n+r-l) 

Die Gleichung (12.) hat genau die Gestalt der Gleichung (11.)» ^^^ 
dass 2n+l statt 2« gesetzt ist. Da die Gleichung (11.) für jedes beliebige 
n gilt, so besteht die Gleichung (12.), folglich auch die Gleichung (10.). 
, Man kann also in unserem Specialfall setzen : 

^r) ß(2«+'--i)(r— 1)! 

jT ^ (n + l)X2«+r-l)! * 

Da 0;^'*+^^ = («+1)! ist, so ist im allgemeinen Falle 

i^ __ (r-l)!(w !)' g(^*^-^-0 

X " (2«+r-l)! ' (x("+^0' 

^ (r~l)!(n!)' 

^ ~ (2fi+r-l)! * 

K^ ist von Null verschieden, die von uns aufgestellte Bedingung für das 
Auftreten einer Rückkehrtangente ist in der That nothwendig und hin- 
reichend. 
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Setzen wir r = 1, so erhalten wir 

1.2...« 



K, = 



Für r = 2 wird 



K, = 



(«+lX«+2)...2n 
1.2...» 



(n4-l)(i.+2)...(2n + l) ' 
was genaa mit den S. 69 nnd S. 70 gefundenen Ansdrttcken übereinstimmt. 



h' 



IV. 

Rückkehr- oder stationäre Schmiegimgsebene. 

§13. 

Aas der in der Einleitung gegebenen Definition des Drehnngssinnes 
der Schmiegnngsebene folgt unabhängig von Tangenten- und Punktsingu- 
laritSten: Kehrt die Schmiegnngsebene in einem Punkte der Curve den 
Sinn ihrer Drehung um die Tangente um, so ändert auch der Durchschnitts- 
punkt der Schmiegnngsebene mit einer beliebigen festen Geraden, welche 
zur Curve keine besonders ausgezeichnete Lage hat, seine Fortgangs- 
richtung auf dieser Geraden und umgekehrt Die Gleichung der Schmie- 
gnngsebene ist: 

Die feste Gerade sei die a:-Axe. Den Durchschnittspunkt der Schmie- 
gnngsebene mit der x-Axe erhält man, wenn man in der Gleichung der 
Schmiegungsebene ij = ^ = setzt: 

w _ Ax+By+Cz 
^ "" A 

Soll der Punkt (ß, 0, 0) seine Fortgangsrichtung auf der x-Axe um- 
kehren, so muss S' = sein. 



I' = 



y(AB'^A'B)^z(CA'-aA) 
A' 



Fuhrt man wieder die Bezeichnung ein: 



J = 



X 



ff fi 



z 
z' 
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80 kann man schreiben 







ABC 


x' 


y' ^' 




(AB'- 


-A'B)J = 


Ä B' C . 


x" 


y" ^" 








1 


x'" 


y'" «'" 








Aa' +By' +C»' 


Äx' +By +CV 




= 


Ax"+By" + Cs" 


^v'+ßV'+cv 






Ax'"+By"'+Ci'" 


A'x'"+BY'+C'^"' 






0«' 








= 


-J «" 


= 


z'J\ 






J i'-" 









AB' -AB = «./. 



Ebenso findet man 



CA- CA = y'J. 
Der Ansdmck für |' geht in den folgenden ttber: 

S - ^p 

Soll der Punkt (f, 0, 0) seine Fortgangsrichtung umkehren, so muss 
§' sein Zeichen wechseln. Da der Nenner A^ sein Zeichen nicht umkehren 
kann, so tritt das dann und nur dann ein, wenn der eine der beiden Fac- 
toren im Zähler sein Zeichen umkehrt. Der erste Factor ya'— y'« kehrt 
sein Zeichen um, wenn y' und «' ihr Zeichen wechseln, denn von y und ss 
kann man absehen, da dieselben nur von der Lage der Coordinatenaxen 
abhängen. Je nachdem y' und z' ihr Zeichen umkehren oder beibehalten, 
ist der Punkt der Curve ein RUckkehrpunkt oder nicht. Im ersten Falle 
muss also J sein Zeichen behalten, im zweiten dagegen umkehren. 

Die nolhwendige und hinreichende Bedingung dafür, da$s die Schmie- 
gungsebene in einem Punkte der Curve ihren Drehungssinn umkehrt, wird, 
wenn der Punkt kein RUckkehrpunkt ist, durch die folgenden Relationen 
gegeben: 

^ = ^' = . . . = J^'r) = 0, ^^'^+^> ^ 0. 

Ist der Punkt der Curve dagegen ein Rückkehrpunkt, so sind die nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen für eine Rückkehrschmiegungsebene die folgenden: 

^ = ^' = . . . = ^(^^+0 = 0, ^('^+'> ^ 0, 
wo Y eine positive ganze Zahl oder Null ist. 
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§14. 

Wir können auch hier, wie bei der Rückkehrtangente dieses Resultat 
verificiren, indem wir genau untersuchen, wieviel Ableitungen von J ver- 
schwinden mttssen, wenn eine gewisse Anzahl der ersten auf einander fol- 
genden Ableitungen von S gleich Null ist 

Es seien für den zu untersuchenden Punkt folgende Relationen erfüllt: 

(1.) j,'=,y-^.._y(.)^0, »^"■^^>^0, 

«'= V' = ... = «(-) = 0, «^"-^'^^O; 

^ = ^' = ... = ^(-) = 0, ^("*+'^ ^ 0, 

(2.) ß = ß' = ... = ^«) = 0, ß(-^*>^0, 

. C = C = ... = C^'"^ = 0, C(-^'> ^ 0. 

Der Ausdruck §' = ^(ya'— y'»)i4"^ nimmt dann die Form § an. 
Setzen wir 

80 nimmt S' die folgende Gestalt an: 

I' = tA-\ 

Durch diese Substitution haben wir erreicht, dass der zu untersuchende 
Aus&uck in genau derselben Art und Weise aus / und A zusammengesetzt 
ist, wie der Ausdruck, den wir bei der Aufstellung des Kriteriums für eine 
Rückkehrtangente untersucht haben, aus B und x': 

-^ = Bx'-\ 

X 

lieber die Grössen / und A einerseits und B und x^ andererseits 
wird vorausgesetzt, dass sie nebst einer gewissen Anzahl von auf einander 
folgenden Ableitungen verschwinden. In dem Ausdruck fttr ^' war die 
erste nicht verschwindende Ableitung des Zählers B von derselben oder 
höherer Ordnung wie die erste nicht verschwindende Ableitung des Nenners 
x*^. Für den Ausdruck |' = IA~^ ist diese Bedingung ebenfalls erfüllt. Die 
erste nicht verschwindende Ableitung des Nenners A^ ist von der Ordnung 
2m+2. Aus / = ^(ya'~y'«) sehen wir, da nach Satz II die Ordnung der 
ersten nicht verschwindenden Ableitung von J wegen der Bedingungen (1.) 
und (2.) grösser ist oder gleich 2 m— «+2, die von yz'—y'z aber gleich «, 
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dass die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitang von / grösser 
ist oder gleich 2m+2. Die nte Ableitung von yz'—y'z reducirt sich auf 
yj(*+i)_y(«+i)^^ welcher Ausdruck nur in einem speciellen Coordinatensystem 
verschwinden könnte. Also auch für |' ist die Bedingung erfüllt, dass die 
Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitung des Zahlers grösser 
ist oder höchstens gleich der Ordnung der ersten nicht verschwindenden 
Ableitung des Nenners. 

Bei der Rttckkehrtangente kam es darauf an, unter den eben ge- 
nannten Voraussetzungen zu finden, wieviele Ableitungen von B verschwinden, 
wenn die ersten r Ableitungen von ^ gleich Null sind. Jetzt müssen wir 
feststellen, wieviel Ableitungen von / verschwinden, wenn die ersten r Ab- 
leitungen von f gleich Null sind. Bei der Aufstellung des Kriteriums fUr 
eine Rttckkehrtangente fanden wir daraus, dass die Ordnung der ersten 
nicht verschwindenden Ableitung von a;'^ gleich 2n war, für 

^' = ^ = ... = ^(0^0, ^^^^^>^0 
die folgende Relation als nothwendige und hinreichende Bedingung: 
5 = 5' = ... = ß('-+''-») = 0, ß^'"-*^^ ^ 0. 

In unserem Falle ist die erste nicht verschwindende Ableitung des 
Nenners A^ in dem Ausdrucke für |' von der Ordnung 2m+2, die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung für 

I' = I" = ... = ^••> = 0, ^""^'> ^ 
ist also analog dem Vorigen: 

Es fragt sich noch, wann die Relationen (3.) erfüllt sind. Es war 
mit / der folgende Ausdruck bezeichnet worden: 

/ = Jb, b = yz'—y's. 
Eine beliebige, etwa die vte Ableitung von / hat die nachstehende Gestalt: 

Wegen der Bedingungen (1.) und (2.) bestehen die Gleichungen 

folglich auch 

Die (2m+2)-te Ableitung von / reducirt sich auf ein einziges Glied: 
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WO k ein Binomialcoefficient ist. Ist /(^+^> = 0, so muss ^(^"*— •+'> = sein 
nnd es ist 

Für r^-^>=0 erhält man ^^^"•-"+^> = 0. So fortfahrend findet man, dass 
die nothwendigen und hinreichenden B^edingnngen für das Bestehen der 
Relationen (3.) die folgenden sind: 

Im Falle einer Kttckkehrebene der Cnrve muss r eine ungerade 
Zahl sein, da dann der Punkt (|^ 0, 0) auf der x-Axe ein Rückkehrpunkt ist. 
Es ist dann die letzte verschwindende Ableitung von J von gerader oder un- 
gerader Ordnung, je nachdem n gerade oder ungerade, d. h. je nachdem der 
Punkt der Curve kein Rttckkehrpunkt oder ein Rückkehrpunkt ist Wir 
haben, wie es ja auch sein musste, unsere schon auf Seite 78 ausgesprochene 
Bedingung fUr das Auftreten einer RUckkehrschmiegungsebene gefunden. 

§15. 

Da, wie wir in § 2 gesehen haben, in einem allgemeinen Coordinaten- 
System die ersten nicht verschwindenden Ableitungen von x, y, z einerseits 
und A, B, C andererseits alle von der resp. gleichen Ordnung sind, so sei 
von jetzt an durch das Ansetzen der Gleichungen 

auch das Bestehen der entsprechenden Relationen in y, z und B, C ausgedrückt: 
y' = y" = ... = yC-) ^ 0, y^-+'^ ^0, ß = ß' = ... = ßw = 0, ß^'"^'> ^ 0, 
»' = »"=... = «("> = 0, «^-^>> ^0, c = c = ... = C^"») = 0, C^^^'^ ^ 0. 

Wir können dann, wenn a, ß, y irgend welche positive ganze Zahlen 
oder Null sind, die acht Arten von singulären Punkten durch die folgenden 
Gleichungen definiren (cf. S. 52): 

L + + +. oj' = x" = . . . = x^'^^ = 0, a:^'«+'> ^ 0, 
A = A = '"=^ ^^^^-»> = 0, ^^'^> ^ 0, 

IL 4. + -.. ^' = a:" = . . . = x^'^^ = 0, a:^'«+>> ^ 0, 

^ = ^' = ... = ^(^^) =0, A^'^^'^^O, 
^ = z/' = . . . = J^'r-i) ^ 0, J^'^^ ^ 0. 
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IV. 



V. 



VI. 



VII. 



VIII. - 



+ — . 


-r' = x" = ••. = «*'«' =0, 


«(»«+') ^ 0, 




^ = .4' = ... = ^('« =0, 


^(v+o ^ 0, 




j = j' = ... = jw =0, 


^(»r+D ^ 0. 


-++. 


x' = ar" = ..- = ajt'«-'>=0, 


x<'«' ^ 0, 




^ = ^' = ... = ^('/»-» = 0, 


^"''> ^0, 




J = J' = ... = Ji^r) =0, 


j(.ir+i) ^ 0. 


-+-. 


x' = x" = ..- = ajt"'-')=0, 


«t»«) ^ 0, 




^ = ^' = ... = ^w-o = o, 


A^'^ ^0, 




^ = ^' = ... = ^(»r-')=o, 


./(»rt ^ 0. 


— +. 


a:' = ir" = ... = «('»-" =0, 


x^"^ ^ 0, 




^ = J'c=... = ^(«« =0, 


^w+.) ^ 0, 




J = J'=... = J(-^r) ==0, 


^(»r+o ^ 0. 


. 


x' = x"=---a!(*-" = 0, 


x'*«) ^ 0, 




^ = ^' = ... = ^(»^ =0, 


^P/9+O ^ 0, 




J=j' = ... = j(^r-n=0^ 


J^''^ ^0. 


Wird die Art eines Punktes durch die folgenden Bedingungen definirt: 



^ = ^' = ... = ^(-) = 0, ^('""^^> ^ 0, 

^ = ^' = ... = ^Cp) =^ 0, z/c*^^^ ^ 0, 

so bestehen zwischen n, m, p nach Satz II die nachstehenden Relationen: 

f?i^2fi-l, 

p>2m-ii+l.*) 

§16. 

Es könnte noch die Frage aufgeworfen werden, ob die Singularität 
des Punktes dieselbe bleibt bei Einführung eines anderen Parameters t. 
(4,) / = aT^ + 6T«+» + CT«-^'+--. 

Die Ableitungen der Coordinaten nach diesem Parameter x drücken 

*) Während des Druckes der vorliegenden Arbeit ist von Staude unter dem Titel: 
„Ueber den Sinn der Windung in den singulären Punkten einer Raumcurve" (American 
Journal of Mathematics, Vol. XVII) erschienen, in der die Kriterien für diejenigen Singu- 
laritäten aufgestellt werden, bei denen nach meiner Bezeichnungsweise a, /9, / ihre 
kleinsten möglichen Werthe haben. Durch diese Arbeit von Staude bin ich auch erst 
auf eine Untersuchung von Fine aufmerksam geworden, die in derselben Zeitschrift 
(Vol. VIII) unter der üeberschrift „On the Singularities of Curves of Double Curvature" 
veröffentlicht worden ist; in derselben werden für die Stauät^-Wienerscheu Singularitäten 
mit Hülfe der Grassmannschen Methoden analytische Kriterien hergeleitet. 
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sich dann dnrch die Ableitungen nach t, die wir wieder durch Accente be- 
zeichnen, in folgender Weise aus: 



dx 

dt 


= x' 


dl 
dt ' 


d*x 

dT* 


= x' 


'''' +x"( * V 
dt* ' * ^ dr >' ' 


d*X 
dt* 


= x' 


d*t , „^., A d*t 
dt* +^^ dr • dt* + 



^"i^y- 



Aus diesen Entwickelungen ist ersichtlich, dass, wenn wir den Punkt t = 
betrachten wollen, in der Reihe (4.) für t niemals eine gebrochene Potenz von 
T vorkommen darf, denn dann würden die Ableitungen der Coordinaten von 
einer niedrigeren Ordnung an unendlich gross werden, als es nach den in den 
letzten Abschnitten durchgeführten Untersuchungen sein darf. Es ist also a 
immer eine ganze Zahl und zwar muss es eine positive ganze Zahl sein, 
wenn, wie wir annehmen, t und t für denselben Punkt der Curve verschwinden. 
Bezeichnet man die unter Zugrundelegung des Parameters r gebildeten 
Ausdrücke A und J durch Ueberstreichen, so ist 

, dt , dt 

Ist die Singalarität eines Panktes dnrch die folgenden Bedingungen definirt: 

x' = x" = --- = x("> = 0, «(•+» ^ 0, 
^ = ^' = ... = ^(-) = 0, ^(-+"^0, 

so haben die Coordinaten, sowie A, B, C and J, wenn dieser Pankt dem 
Parameter t = entspricht, die folgende Gestalt: 

X = Ou+a,r+' + a,r^H-, 

wo o,, 6i, c, von NqU verschieden sind. Führen wir den Parameter t nach 
der Gleichung (4.) ein, so erhalten wir 

-^ = aat'-'+b(a+l)T'+'", x = o„+t("+'> (Ö,+t(...)), 

11* 
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A = (r^^A = (aaT«-* + 6(a+l)T-+...yT^'"+^>-(6ia"'+^+T(...)) 

= T(p^^)-«(e. + T(...)), 
wo Ol, 6i, Ci von Null verschieden sind. Bezeichnet man mit n, m, p die Ord- 
nungen der letzten verschwindenden Ableitungen von x, A und J nach r, 
so ist offenbar 

n = (fi+l)a-l, m = (iii+4)a-4, p = (p+7)a— 7. 

Ist a ungerade, so sind die Grössen n, m, p gerade oder ungerade, 

je nachdem n, m, p gerade oder ungerade sind; ist dagegen a eine gerade 

Zahl, so sind n und p immer ungerade, m dagegen immer gerade. Im 

Falle eines ungeraden a bleibt die Singularität des Punktes uugeändert, 

ist aber a gerade, so genügt der Punkt immer nur der Singularität VIII . 

Dieses letztere erklärt sich folgendermassen. Wir können uns zu- 
nächst einen Parameter eingeführt denken vermittelst der Gleichung 

(5.) l = Ö-, 

wo a eine gerade Zahl ist, und darauf erst den Parameter t durch die Gleichung 

(6.) e = äT+Äx'+cT^+- •, 

wobei man die Coefficienten a, b, c, ... durch die Coefficienten a, b, c, . . . 
der Reihe (4.) ausdrücken kann. Durch die Einführung (6.) des Para- 
meters T bleibt nach unseren letzten Betrachtungen die Singularität des 
Punktes dieselbe wie bei Zugrundelegung des Parameters 0, wir brauchen 
also nur die Einführung von durch die Gleichung (5.) zu betrachten. 
Da a gerade ist, so erhalten wir für negative t keinen reellen Werth von 0, 
zu jedem positiven Werth von t gehören dagegen zwei dem absoluten 
Werthe nach gleiche, sich aber durch das Vorzeichen unterscheidende 
Werthe von 0. Geht aus dem Positiven ins Negative über, so nimmt der 
Parameter t von irgend einem Anfangswerthe bis Null ab und darauf wieder 
zu, die Curve wird also doppelt durchlaufen und zwar nur bis zu einem 
gewissen Punkte < = 0, und dann von diesem Punkt aus noch einmal in 
entgegengesetzter Richtung. Bei Einführung des Parameters vermittelst der 
Gleichung (5.) müssen sich in der That, wenn a gerade ist, für / = alle 
Singularitäten auf den Fall VIII reduciren. (Fortsetzung folgt) 
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Sur une extension du thöorfeme de Laurent 

(Extrait d'une lettre adress^e par M. Ch. Hertnite k M. L. Fuchs,) 



Jjn Gonsid^rant les racines d'une ^quation alg^briqae qnelconqae, 

et lenrs, discontinait^s, points critiqnes oa pöles, j'envisage Tensemble des 
circonf^rences qui ont leurs centres k Torigine et pour rayons les modales 
de ces discontinuit^s. Elles d^composent le plan en coaronnes eircalaires 
aoxqaelles sacc^de an espace infini, et les racines sont k Tint^riear de 
chacane de ces r^gions, des fonctions finies et contiuaes mais nou aniformes. 
Lears valears s'^changent d'ane certaine maniftre, si Ton fait d^crire k la 
variable an contour ferm6 comprenant Tane des circonf^rences limites, et 
par cons^qaent des points critiqnes k son int^riear. La di£F^rence de natnre 
avec les fonctions aniformes se manifeste par cette circonstance qa'il est 
n^cessaire de d^crire plnsieurs fois le mSme contoar poar obtenir an d^part 
et k Tarriv^e les mSmes valears. D^signons ce nombre par p, poar Tane 

des racines, repr^sentons la variable par x et posons ^ = a:'' . L'image 
fonmie par cette sabstitation est ane courbe formte, d^crite ane seale et 
nniqae fois aa liea da contoar r^p^t^ p fois successivement. La qnantit^ con- 
sid^r^e devient par snite ane fonction aniforme de S, dans Tespace limit^ 
par deax noavelles circonf^rences, transform^es des pr^c^dentes, ayant 
comme elles lears centres k Vorigine. On peat donc faire Tapplication da 
th^or^me de Laurent et en conclare qae la racine s'exprime par ane s^rie 

de pnissances enti^res positives et negatives de ^ oa de o;'' . Poar le cas 
oü la variable est sappos^e dans la derni^re r^gion, on la consid^rera 
comme ane coaronne circalaire limit^e par la circonf^rence relative k la 
plus grande des discontinait^s et ane aatre dont on fera crottre ind^finiment 
le rayon. Cette seconde circonf^rence, lorsqa'il s'agit d'ane fonction ani- 
forme f(x)^ 6tant prise poar contoar de Fint^grale -^^-J _ ^ ^ dont se 



86 Hermiley sur une extension du thioräme de Laurent. 

tire le th^or^me de Laurent, condait k nne fonction holomorphe dans son 
Interieur, et qui devient, en faisant crottre le rayon, holomorphe dans tont 
le plan. Nous en conclnons alors comme pr^c^demment les expressions 
analytiqaes des racines dans cette r^gion, mais il faut ohserver, ce qui est 
le cöt^ imparfait de cette m^thode, qae les ayant obtenues dans le plan 
tout entier, on doit exclure de la repr^sentation, les circonf6rences sur les- 
qaelles se tronvent les points de discontinnit^s. 

Ponr donner un exemple dans un eas facile, je vais chercher Tex- 

pression de la qnantit^ . -^ =^1 en sapposant 

V(a?— o)(6— a;) 

\a\ < \x\ < |6| 
de Sorte qae la variable sera dans la conronne limit^e par les circonT^rences 
de rayon \a\ et |6|. 

Soit pour abr^ger 

(«) = 

noas aurons les deox s^ries 



1.3.5.>.(2m— 1) 
2.4.6... 2m ' 



1 1 j^Jm)^ 



1 _ J,_js._C!?K_ 



{m, ii«0, I, 2, ...) 



l/6-aj ^b 

pnis en mnltipliant membre k membre 



1 ^ 1 ^ (m)(fi)a« 



y(x--aXb-x) ibx ft-a?"»-* 

Soit maintenant fn^n=p, snpposons p positif et diffl^rent de z^ro, 
le terme en —^ sera donn6 par la somme 

aP ^ (nXn+p)al 



xP 6* 

qui se rapporte aux valeurs n = 0, 1, 2, 

Faisant donc 

p 6* 

nous obtenons pour l'ensemble des termes en — la s^rie suivante, 



oü p = 1, 2, 3, De la mSme mani^re se troave ensaite la seconde s6rie, 



Hermite, $ur une extension du ihiareme de Laurent. 87 

oü entrent les paissances positives de la variable; en ^crivant pour simplifier 
S au lieu de S», on en conclat le r^sultat cherch^, k savoir 

On peat comme je vais le faire voir le d^montrer k posteriori. Soit ponr 
eela a=^bh^^ pais, 

j'emploierai la relation saivante 
qni r^snlte da d^veloppement 
et de la formnle ei^mentaire 

J'observe ensuite que les progressions g^om^triques -5'(-^) et -S'(^) ont 
pour sommes ^^ , et ,^ , , on est donc amen^ k r^galit^ 

et k chercher l'int^grale d^finie qni figure dans le second membre. Je fais 
ä cet efFet, y = sni, je pose aussi — = ft^sin^a, ce qni donne -^ = Ä^8n^(a+tÄ''), 
d'apr^s la condition admise , a = bk^. L'int^grale relative k la nouvelle 
variable ^tant repr^sent^e par 

s'exprime an moyen des fonctions compl^tes de 3**°' esp^ce. Mnltiplions 

par et remarqnons qne cette qnantit^ se reprodnit chang^e de signe, 

qnand on remplace a par a+iK', on anra en effet, 

cüodaa j ^ ^^ft^^,K+n(K, a)-n(K, a+iK'). 



sna sna 

Cela etant, la formnle des Fnndamenta 

77(/f, a) = KDJog0(ia) 
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noas donne 

n(K, a)^n{K, a + iK') = KDJog^^^^^ 
En recoarant k l'^galit^ 

OD a ensnite 

D W Q(«) ^±L^D log ^W = J!L^ ^°^^°^ 

^^'^^ @(a + tÄ") 2«- ^«^"^ 0(a) 2K sn« 

et une r^duction Evidente conduit k la valeur cherch^e 

, in sna , . r ^ 1^^ 

J = -E^ 3 — ou Dien / = 



2 cnadna 2 ]/(^— a)(6— a?) 

paisque Ton a an« = j/ — , cn« = tj/— — ^ et dn« = }/ ^"'^ ■ 

L'expression du radical — ===i=z=- est d'une autre nature dana 

les deux r^gions oü Ton suppose |a:|<<|a| et |a:|>|6|. En d^signant par 
P^''\x) le polynöme de Legendr e du degr^ n, on obtient alora lea s^riea 

L^pJ'^^lM ^V et -i-^pf-?±tU^V. 

Vo6 '•V2y/a6/Vj/o6; ^ab ''\2\fabJ\ ^ ) 

(»=0, 1, 2, ...) (!• = 1, 2, 3, ...) 

üne application des r^aultats que noua venona d'obtenir a'offre d'elle- 
m^me k Tint^grale elliptiqae, en prenant a = 1, 6 = Ä^, et changeant a? en a;'; 

eile eat, je crois, k remarquer dana le caa oü Ton suppoae l<:|a;|<I y|, 

je rindiquerai auccinctement Noua avona alora la formule 

et Ton en tire, en d^aignant par C une conatante 

r , ^ ^^ = c+Sloga:--2-^(J--&^''a:^). 

Faiaona aucceaaivement j? = 1 et a? = -r-, on aura lea ^galit^a, 
r = C+Slog-i-^^Cft'"-!); 
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en leg ajontant, leg s^ries infinies se d^traisent, on obtient 

K' = 2C+Slogy 

d'oü 

C = Slogfk+^K' 
et par coos^qoent 

EmployoDS ensnite rexpression de K' qui a 6t6 donn^e par Legendre, le 
logarithme de k disparatt dans le second membre, et Ton parvient k la 
formale saivante: 

^/x^entre plus, comme 11 le faut, que le carrö du module. 
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Ableitung der Gausssehen Formel zur Bestimmung 
des jüdischen Osterfestes. 

(Von Herrn Af. Hamburger») 



Gauss hat im Jahre 1802*) eine Formel für die Berechnung deg 
jüdischen Osterfestes ohne Beweis mitgetheilt Sie ist dadurch ausgezeichnet, 
dass ihre Anwendung eine nähere Bekanntschaft mit den Einrichtungen des 
jüdischen Kalenders nicht voraussetzt Die Herleitungen, die bisher unseres 
Wissens von der Formel gegeben worden sind**), entbehren der nöthigen 
Durchsichtigkeit, welche den leitenden Gedanken des Urhebers der Formel 
klar hervortreten lässt, und entsprechen in der künstlichen Art, wie sie 
schliesslich zur Formel gelangen, wenig der Einfachheit und Eleganz, 
die der Formel eigen ist. Es schien daher der Mühe werth, die Frage 
von Neuem aufzunehmen. Bei näherer Erforschung ergab sich die That- 
sache, dass in dem Intervall von 8 auf einander folgenden Jahren jedes- 
mal 3 Schaltjahre enthalten sind, mit Ausnahme des Intervalles: 19C+9, 
19C+10, ..., 19C+16 (für einen beliebigen Werth von C), in welchem 
nur 2 Schaltjahre enthalten sind. Diese Beobachtung erweist sich als die 
naturgemässe Grundlage der fraglichen Formel, denn sie führt zu einem 
zweckmässigen Ausdruck fttr die Anzahl A der seit dem Anfange der jüdi- 
schen Zeitrechnung (der Schöpfung) verflossenen Jahre, woraus dann durch 
einfache Rechnung die Formel folgt. 

Zur Ableitung der Gafi*«schen Regel schicken wir Folgendes voraus. 

793 
Der Monat des jüdischen Kalenders hat 29 Tage 12 -r^^ Stunden oder 

^^ = 29411- Tage. 
Die Jahre sind entweder Gemeinjahre von 12 Monaten oder SchalQahre 



*) Zach, Monatliche Correspondenz 1802 Mai p. 435. Gau$s' Werke Bd. VI p. 80. 
**) Gresy, Zachs Correspondance astronomique , Genes Vol. I 1818. — Knobloch, 
Die wichtigsten Kalender der Gegenwart. Wien. 
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Tun 13 MaDaten. In einem Cyklns von 19 Jahren sind stets 12 Gemein- 
jahre nnd 7 Sohal^ahre, und zwar sind die Jahre 

3, 6, 8, 11, 14, 17, 19 

des Cyklus Schaltjahre, die übrigen Gemeinjahre. Ein Cyklus von 19 Jahren 
enthält demnach 

(1.) (19.12+7) Monate = (19.12 + 7).a Tage. 

Ist also für ein Jahr das Datum des Festes bekannt, so ist das Datnm des- 
selben für ein Jahr, welches von dem ersteren um eine Anzahl C von 
Cyklen difFerirt, 

(19.12+7)C Monate 

später, wo C positiv oder negativ sein kann, und eine negative Anzahl 
eben soviel Monate früher bedeutet. 

Nimmt man vom Jahre 16 der Schöpfung beginnend, die folgenden 
19 Jahre, indem man um je 8 Jahre fortschreitet: 

16, 16+8, 16+2.8, . . ., 16+18.8 
oder allgemein 16+8a (a = 0, 1, 2, . . ., 18) so erhält man, wenn man die 
Reste betrachtet, die bei der Division dieser Jahre durch 19 übrig bleiben, 
sämmtliche Jahre eines Cyklus in veränderter Reihenfolge, nämlich: 

a=01 23 4 56 78 9 10 11, 
Jahre des Cyklus: 16 5 13 2 10 18 7 15 4 12 1 9, 

a = 12 13 14 15 16 17 18, 
Jahre des Cyklus: 17 6 14 3 11 19 8. 

In dieser Folge sind die ersten 12 Jahre Gemeinjahre, die letzten 7 Jahre 
Schaltjahre des Cyklus, so dass jedem a<; 12 ein Gemeinjahr, jedem a > 11 
ein Schaltjahr entspricht. Ferner sind in den folgenden 18 Intervallen von 
je 8 Jahren : 

17 bis 16+8, 16+9 bis 16+2.8, . . ., 16+17.8+1 bis 16+18.8 

jedesmal 3 Schaltjahre und 5 Gemeinjahre enthalten, während in den 16 
ersten Jahren 1 bis 16 5 Schaltjahre (3, 6, 8, 11, 14) und 11 Gemeinjahre 
enthalten sind, es sind also in den 16+ 8a ersten Jahren, wo a auf die 
Werthe von bis 18 beschränkt ist, 

5 + 3a Schaltjahre und 11+ 5a Gemeinjahre 
enthalten. 

12» 
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Bedeutet nan A die Anzahl der Jahre seit der ErschaffoDg der Welt, 
also die Jahreszahl der jüdischen Zeitrechnung, so kann man A stets und 
nur anf eine Weise auf die Form 

(1.) A - 16+8a+19C 

bringen, wenn a auf die Werthe 0, 1, ..., 18 beschränkt bleibt, während 
C jeden beliebigen, auch negativen Werth erhalten kann. Multiplicirt man 
nämlich die Gleichung (1.) mit 12, so erhält man 

12^ = 2+«+19(10+5a+12C) 
also 

(2.) 12^+17 = «+19(11+ 50+12C). 

Hieraus sieht man, dass a der positive Rest ist, der bei der Division von 
12^4+17 durch 19 entsteht, also 

a=R.{P^^)^ Ä = Rest 

Ist a so eindeutig bestimmt, dann muss ^—16— Sa durch 19 theilbar sein, 
und der Quotient ergiebt einen ebenfalls wohlbestimmten Werth von C, der 
in dem Falle, wo -4 < 16+ 8a ist — was nur in den Jahren von bis 
160 vorkommen kann — negativ ausfallen wird. Aus (2.) folgt noch 

(3.) ll+5a+12C = iM+lIlZ?.. 

Ans der Form (1.) für A 

^ = 16 + 8o+19C (a = 0, 1, ..., 18, C beliebig) 

ergiebt sich Folgendes: Wie bereits bemerkt, sind in 16+ 8a Jahren, wenn 
a auf die Werthe bis 18 beschränkt bleibt, 11+ 5a Gemeinjahre und in 
19 C Jahren bei beliebigem C 12C Gemeinjahre enthalten, folglich sind in 

ll+5a+12C Gemeinjahre 
oder nach (3.) 

^^- Gemeinjahre*), 



19 



*) Da a der Rest von 12^4+17 dividirt durch 19 ist, so ergiebt sich hieraus un- 
mittelbar, dass die grösste in (12ii-t-17): 19 enthaltene ganze Zahl g die Anzahl der in 
A enthaltenen Gemeinjahre angiebt, ein Satz, den Gresy ohne Beweis anfuhrt, Herr 
Knobloch auf Umwegen mit Hülfe einer Tafel für die zugehörigen Werthe von A und g 
mühsam feststellt. Die eigentliche Bedeutung der Zahl a in der Gaf/Mscben Formel 
bleibt bei beiden Autoren im Dunkeln. 
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somit 

. 12i4+17-a 7 - . 1 17 c. , ,^ v 

A jg = _^ + _a-_ Schaltjahre 

enthalten. Da nun auf je ein Schaltjahr 1 Monat zu den 12 Monaten eines 
Gemeinjahres hinzukommt, so enthalten die Jahre vom Beginn an (A =^ 0) 

bis Ay im Ganzen l2A + r^A+^a—\^ Monate, den Monat zu ^ = 29 orqoo 
Tagen gerechnet, also 

(~ü+iV«+12Ä^)^ Tage. 

Andererseits erhält man die Anzahl der Tage, die in A Jahren des Jnliani- 

schen Kalenders (von ^ = an) verflossen sind, in folgender Weise. Man 

bringt A auf die Form 

A = 4«+6, 

wo 8 die .Anzahl der in diesem Zeitraum enthaltenen Julianischen Schalt- 
jahre und b eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, den Rest von A getheilt durch 4, 
bedeutet. Alsdann ist die gesuchte Anzahl der Tage 

365^+« 
oder, da « = ^ ist, 

365^+^^ = 365^^-^- 

Demnach ist nach dem Julianischen Kalender das Datum des Osterfestes 
im Jahre A um 

(-i|- + -^«+12^^)^-(365t^-t) Tage 
oder 

-Tr'*+-Ä-''+T + (l2-Ä-''-365T)^ Tage 
später als im Jahre ^ = 0, wobei ein negatives Resultat bedeutet, dass das 
Fest eben so viel Tage früher eintritt. 

Es handelt sich nur noch um die Bestimmung des Datums des 
Osterfestes im Jahre A = 0. Man rechnet als Datum des ersten Tischri 
oder Neujahrs des Jahres A = l (ErschaflFung der Welt), den 7. Julianischen 
October des Jahres 3761 v. Chr., der auf einen Montag fiel und zwar 

204 467 

^T()fiO S*^°^^^ = '2ißo ^^^ "*^^ Beginn dieses Tages, der nach jüdischer 

Zählung Sonntag 6 Uhr Abends stattfand (Baharad). Demnach war also 

467 r\ 

der erste Tischri des Jahres A = l October 7+ ^^^ und da Ostern des 
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vorhergehenden Jahres ^ == 163 Tage früher eintritt, so war das Datum 
des Osterfestes im Jahre A = 

April 27+^ oder März 58+ ^f^ 

nnd fiel anf einen Sonnabend. 

Nun hat Gau^s der Bestimmung „Jach^S wonach, wenn der erste 
Tischri in der 18. Stunde des Tages (12 Uhr Mittag) oder später eintritt, 
das Neujahrsfest und damit dann auch das Osterfest des vorhergehenden 
Jahres auf den folgenden Tag verschoben wird, dadurch Rechnung ge- 
tragen, dass er die Ausgangszeit der Zählung um ^ Tag vergrössert. Wir 
rechnen also als. Datum des Osterfestes für -4 = 

März 58+-^rJn +4- = März 58+^^'^ 



2160 ' 4 "" ' 2160 

Also erhält man als Datum des Osterfestes im Jahre A, abgesehen von 
den noch anzuführenden Ausnahmefällen 

März: 58i^-4^+^a+A4.(i2^^-365i)^. 

13753 
Indem man nun für fi seinen Werth 29-^^^ einsetzt, ergiebt sich die 

Gauss^che Regel: Man dividire 12^+17 durch 19, nenne den Rest a, ferner 
dividire man A durch 4, nenne den Rest b und berechne den Werth von 

o^ 4343 . 272953 , A__313_ .^^ 
^ 98496 "^ 492480 ^'^ 4 98496 ^ 

= 32,0440932+l,5542418a+ 0,256-0,003177794^ 

und setze ihn = M+m, wo M die ganze Zahl und m den Bruch bedeutet, 
so fällt Ostern im Allgemeinen auf den ^ten März alten Styls. 

Führt man an Stelle des jüdischen Jahres A das entsprechende 
Julianische Jahr B ein, zwischen denen die Beziehung besteht 

A = 5+3760 



(4.) 



*) Zur leichteren Controlle fügen wir die Rechnung bei: 

fi _ 272953 17 _ „„ 207881 



19 ~ 492480 ' 19 '^ ~ 4!)2480 ' 
.ft 1007 9ß 207881 _ „„ 4343 „7 _ „„ 24311 



2160 492480 98496 ' 19 '^ 98496 

12-^^-365^ = - ^^^ 



19 '• "^^ 98496 
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80 fol^ dasB 

.=„.(i?4+ii)=„.(i?»«i), 

6 = «.(^) = «.(4) 

und die Formel (4.) geht über in 

Q^ 9415 . 272953 b 313 ^ 

^^ 98496 "^^ 492480 ^"^4 98496 ^' 
= 20,0955877 +l,5542418a+0,256 -0,0031777945. 

Zar Berttcksichtignng der Ansnahmefälle ist die Bestimmung des 
Wochentages c nöthig, auf den der ilfte März des Jahres A fällt. Da das 
Osterfest im Jahre A = der 58. März war und auf Sonnabend (c = 0) fiel, 
80 fiel für das Jahr ^ = der Wochentag des itften März auf den Rest 
von: 0+^—58 getheilt durch 7, oder indem man 63 als Vielfaches von 
7 hinzufügen kann, auf 

«.(«±1). 

Nun sind aber vom J!f ten März des Jahres ^ = bis zum gleichen Datum 

Ä—b 
des Jahres A nach der schon oben angestellten Rechnung 365^ H j — Tage 

verflossen. Indem man die ganzen Wochen unberücksichtigt lässt, erkennt 

man, dass der Wochentag des Iften März im Jahre A um A-] — ^ Tage 

-4—6 
später, oder auch, da man 7- . , als durch 7 theilbar, hinzufügen kann, 

um A+2(^A''b) — 3-4—26 oder endlich, da man noch 76 hinzufügen kann, um 
3v4+5fr Tage später fällt, als im Jahre ^ = 0. Der Wochentag c des 3ften März 
im Jahre A wird also erhalten als Rest der Division von ^+3-4+56+5 durch 7 

c = ß.(l±M+5^±5_). 

Führt man B statt A ein (^4 = 3760+Ä) und berücksichtigt, dass 3.3760+5 
durch 7 dividirt, den Rest 1 giebt, so erhält man für den Wochentag des 
iften März im Jahre A auch die Formel 

c = Ä.( «±M+M±1). 

Ausnahmefälle: 

1. Die Ausnahme wegen „Adu" tritt ein, wenn der erste Tischri 
auf den 1., 4. oder 6. Wochentag fällt. Es wird dann das Neujahrsfest 
und mit ihm das vorhergehende Osterfest auf den folgenden Tag verlegt 
Da nun das vorhergehende Osterfest 163 Tage also 2 Wochentage früher 
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stattfindet, so folgt, dass es auf den folgenden Tag verlegt wird, wenn es 
auf den 2. oder 4. oder 6. Wochentag fällt. Demnach die Regel: 

Ist c = 2 oder 4 oder 6, dann fällt Ostern auf den (3f+l)-ten 
März alten Styls. 

2. Die Ausnahme wegen „Gatrad" tritt ein, wenn der erste Tischri 

in einem Gemeinjahr auf den 3. Wochentag und 9 ^^^ Stunden oder später 

nach Beginn des Tages, also das vorhergehende Osterfest auf den Wochentag 

204 827 

1-f 9 -jogö" Stunden = 1+ yjM "^^^ ^^^^ später fällt. Da aber nach der 

Gaussschen Rechnung die Ausgangszeit um ^ Tag vergrössert ist, so muss 

* ^ 1 827 , . . 827 , 1 - 1367 , , , ^ 1367 

man statt 1^^ hier l^^^ + _ = l-^Ieo '^^^^°' also c = 1, fn^Ym' 

Nach dem Gesagten muss ferner das auf das Osterfest im Jahre A folgende 
Jahr ^+1 ein Gemeinjahr sein. Wir bemerken, dass wenn dem Jahre A 

die Zahl a=:ai = ß(^ j^ — ) entspricht, dem Jahre ^+1 die Zahl 

a = ß(12(±^^)±17) _ ß(.?I^^) zugehört Ist nun a, > 6, und nur in die- 
sem Falle, so wird R\-^^ — ) <C 12, also das Jahr A+l ein Gemeinjahr 
sein. In dem hier besprochenen Ausnahmefalle wird das Fest auf 2 Tage 
später verlegt. Daher die Regel: 

l^ß7 

Wenn c=l, a>>6 und m^ ^ ^ ist, dann fällt Ostern auf den 

(Jtf+2)-ten März alten Styls. 

3. Ausnahme wegen „Betu Thakpat". Sie tritt ein, wenn der Wochen- 
tag des ersten Tischri in einem Gemeinjahre, das auf ein Schaltjahr folgt, 
auf den Wochentag 2 und zwar 15 -tqöö" Stunden = ^,q^q Tag nach Be- 
ginn desselben oder später eintrifft, also der Crati^^schen Zählung zufolge, 

23269 
wodurch ^ Tag hinzukommt, auf den Wochentag 2 und ^>q,^q nach Be- 
ginn desselben oder später. Das vorhergehende Osterfest trifft dann auf 
den Wochentag 0, folglich hier c = m> 2509Q ^ ferner muss das Jahr 
A+l auf ein Schaltjahr folgen, also A ein Schaltjahr sein. Dem entspricht 
o>ll. In diesem Ausnahmefalle wird das Fest auf den folgenden Tag 
verlegt. Hieraus die Regel: 

2S2fiQ 

Wenn c = 0, a>ll und m^ 95920 ^ ^*°" ^^^* Astern auf den 
(ilf-M)-ten März alten Styls. 
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Ueber die Integration linearer homogener 
DiflFerentialgleiehungen durch Quadraturen, 

(Von Herrn Ludwig Schlesinger.) 



Unter den linearen homogenen Differentialgleichungen, die eine Inte- 
gration darch Quadraturen gestatten, d. h. deren Lösungen sich darstellen 
lassen in der Form von bestimmten Integralen, in denen die zu integrirende 
Function die unabhängige Veränderliche der Differentialgleichung als Para- 
meter enthält, sind insbesondere zwei Typen von hervorragendem analytischem 
und praktischem Interesse: die Differentialgleichung der CratiMSchen Reihe 
und die sogenannte La;?/aeesche Differentialgleichung. Die Integration der 
ersteren durch Quadraturen erfolgt nach einer Methode, die im Wesentlichen 
von Euler herrührt und die von verschiedenen Mathematikern, in der neueren 
Zeit besonders auch von Herrn Pochhammer auf Differentialgleichungen 
von allgemeinerer Art übertragen worden ist. Die Laptocesche Methode hat 
Herr PoincarS in seiner bewundernswerthen Abhandlung*) in einer Form 
dargestellt, die ihre Anwendbarkeit auf beliebige lineare homogene Diffe- 
rentialgleichungen mit rationalen Coefficienten erkennen lässt. 

Wir beabsichtigen zu zeigen, dass die Methode von Euler einer ähn- 
lichen allgemeinen Anwendbarkeit fähig ist wie die von Laplace, und weisen 
besonders auf die bedeutsame Rolle hin, die hierbei der zu einer vorgelegten 
Differentialgleichung adjungirten Differentialgleichung zufällt Es tritt da- 
durch ein Zusammenhang hervor mit Untersuchungen, die ganz andere 
Zwecke verfolgen wie die Integration von Differentialgleichungen mittelst 
Quadraturen, nämlich mit den Untersuchungen von Abel und Jacobi über 
die Vertauschung von Parameter und 'Argument und den sich darauf 
stützenden von Herrn Fuehs über die Beziehungen, welche durch die zwischen 
je zwei singulären Punkten erstreckten Integrale der Lösungen linearer 

*) American Journal Bd. 7. 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 2. 13 
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Differentialgleichungen befriedigt werden*). Dieser Zasammenhang scheint 
bisher noch nicht bemerkt worden zu sein. 

I. 

Die Darstellung, welche Herr Poincar6 der Methode von Laplaee 
gegeben hat, soll zunächst in etwas anderer Form vorgeführt werden; es 
wird dabei deutlich zu erkennen sein, was der Loptoceschen Methode eigen- 
thttmlich ist und welche Bedeutung der adjungirten Differentialgleichung 
zufällt. 

Sei wie bei Herrn Poincar6 die gegebene Differentialgleichung 

(A.) Z).(y)= i />,(*) -g- = 

von der nten Ordnung und die Coefficienten 

ganze rationale Functionen vom mten oder von niedrigerem Grade. Es 
lässt sich dann der von x und von einem Parameter z abhängende Ausdruck 



t=ii 



umformen, wenn man beachtet, dass 

ist. Entwickeln wir nämlich die Producte 

nach den successiven Ableitungen von e", d. h. setzen wir 

so ergiebt sich 

(1.) D,(0 ^ ki C,,x'^'er = z/.(Oi 

wo J, als linearer homogener Differentialausdruck mit der unabhängigen 
Variablen z durch die Gleichung 



*) Dieses Journal Bd. 76, S. 177 ff.; Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1892, 
S. 1113 ff. 



Schlesinger, Integration tin. Differentialgleichungen durch Quadraturen. 99 

definirt wird. Die Coefficienten /7<(i5) sind ganze rationale Functionen 
Uten Grades von a, nnd wenn man sich das rechteckige System 

(<^«) C=r.: :::::) 

hingeschrieben denkt, so liefern die durch den Index k charakterisirten 
Reihen die Coefficienten der Pk(x)^ die durch den Index t charakterisirten 
Reihen die Coefficienten der /7|(»). 
Bedeute nun 



<=o 



den zu ^»(u) adjungirten, 

den begleitenden bilinearen Differentialansdrack , dann besteht bekanntlich 
für zwei willkürliche Functionen », « von s die Lagrange&c\\t Beziehnng 

(2.) f>J,(u)-^<(f>) = 4-^-("' *)• 

Nnn ist nach (1.) fUr eine willkürliche Function « von s 

also nach (2.) 

nnd wenn wir in Bezog aaf 2 aof einem noch näher za bestimmenden 
Wege L integriren, so ergiebt sich 

L L L 

Wählt man nun die Function r als Lösung der adjungirten DiflFerential- 
gleichung 

(3.) ^:(r) = 

und den Integrationsweg L so, dass 

L 

ist, so stellt 

g = J 9€^'dz 

L 

eine Lösung von (A.) dar. Die Differentialgleichung (3.) ist nichts anderes 

13 • 
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als die von Herrn Poincare sogenannte Loptocesche Transformirte der Diffe- 
rentialgleichung (A.). 

Wie ich bereits gelegentlich*) bemerkt habe, ist die Beziehung 
zwischen den Differentialgleichungen (A.) und 

(B.) ^,(«) = 

eine gegetiseitige. In der That, bedeuten 

den adjungirten linearen und den begleitenden bilinearen Differentialausdruck 
von D^y)^ so ist zufolge der Gleichung (1.) auch für eine willkttrliche 
Function w von x und einen geeigneten Integrationsweg A 

A A A A 

Wenn also w eine Lösung der adjungirten Differentialgleichung von (A.) 
und A einen Integrationsweg bedeutet, längs welchem integrirt 

^ Z>,(e-, n>)dx = 



h 



A 

ist, so stellt 

1/ = fwe^dx 

A 

eine Lösung von (B.) dar. Wir können also sagen: 

Die Differentialgleichungen (A.) und (B.) integriren sich gegenseitig 
durch Quadraturen nach der Methode von Laplace; die adjungirte Differen-- 
tialgleichung von (B.) ist die Laplacesche Transformirte von (A.)^ und um- 
gekehrt ist auch die adjungirte Differentialgleichung von (A.) die Laplacesche 
Transformirte von (B.)- 

Wie die Integrationswege L beziehungsweise A einzurichten sind, 
findet sich in der eingangs erwähnten Potitcar^schen Arbeit angegeben. Das 
Charakteristische der Lapfoceschen Methode besteht in der Anwendung der 
Function e^'. Man könnte nun sofort daran denken, an Stelle dieser Func- 
tion andere von s und x abhängende Ausdrücke in ähnlicher Weise zu be- 
nutzen. Ein solcher Ausdruck mUsste nur die Eigenschaft haben, dass 
zwischen seinen Ableitungen nach s und denen nach x ähnliche Beziehungen 



*) Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen Bd. I, (Leipzig, 1895) 
S. 426. 
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bestehen, wie die für e** geltende Gleichung (a.). Ohne hier genauer auf 
allgemeine Ueberlegungen, die in dieser Richtung liegen, einzugehen, be- 
merke ich nur, dass sich in den neuesten Untersuchungen von Herrn Fuchs*) 
eine grosse Klasse von Functionen zweier Veränderlicher charakterisut 
findet, die auch in der hier angedeuteten Richtung von besonderer Wichtig- 
keit sein dürften. Herr Fuchs untersucht nämlich Differentialgleichungen 

deren Coefficienten etwa rationale Functionen der beiden unabhängigen 
Variablen x^ ä sind, und für welche ein Fundamentalsystem yi, ^2? • • ., tfn 
existirt, dessen Fundamentalsubstitutionen von i unabhängig sind. In ge- 
gewissen Fällen ist dann, wie Herr Fuchs nachgewiesen hat 

wo die A^^ A^i^ . . ., -4^,»_i rationale Functionen von x und & sind. Man 
kann die zwischen den Ableitungen der y^ bestehenden Beziehungen (/?.) 
als die Verallgemeinerung der für e" bestehenden Gleichungen (a.) an- 
sehen, und ich werde bei anderer Gelegenheit zu zeigen versuchen, wie 
man, auf Grund der Gleichungen (/?.), die yj, in ähnlicher Weise benutzen 
kann, wie das re^ bei der Methode von Laplace. Hier wollen wir uns darauf 
beschränken, an die Stelle von c^ die Function 

(z-x)^-' 

treten zu lassen, wo § irgend eine beliebige von i und x unabhängige 
Grösse bedeutet 



n. 

Wir betrachten wieder die Differentialgleichung (A.) unter denselben 
Voraussetzungen wie in der No. I und setzen in die linke Seite derselben 
an die Stelle von y den Ausdruck (ä— a?)^~^ ein. Dann ist 

(1.) i).((»-x)«-) = i(-l)*P,(x)(^-l)(^-2)...(|-&)(«-x)«-*- 

im wesentlichen die zur Stelle x=^z gehörige charakteristische Function 
des Herrn Frobenius. Um dieselbe in ähnlicher Weise umzuformen wie in 



*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1888—1894. 
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der No. I den Ansdrnck 
entwickeln wir die Prodncte 

nach den snccessiven Ableitungen von («— a;)^~*, d. h. die ganzen Fonetionen 
PiQ*>) nach Potenzen von x—i. Es sei also 

Pkix) = ^_L^(j.-»)', (*=m ) 



<=:() 



i! 



dann ist 

oder wenn wir einen neuen Sammationsindex 

einführen, der dann alle ganzzahligen Werthe von bis m+n durchläuft, und 

setzen, so ist 

Indem wir endlich durch die Formel 

einen homogenen linearen Differentialausdruck (m+i})-ter Ordnung mit der 
unabhängigen Yariabeln s und mit in « ganzen rationalen Coefficienten 
einfuhren, finden wir die Gleichung 

(C.) /).((»-«.)«-) = ®.((,-x)«+— ), 

die wir im Folgenden als den SaU ^on der Vertauschung von Parameter 
und Argument bezeichnen wollen. Diese Bezeichnung wird sich dadurch 
rechtfertigen, dass, wie wir sehr bald sehen werden, der von Abel auf- 
gestellte*) von Jacobi in eleganter Weise bewiesene**) Vertauschungssatz 
als specieller Fall in unserer Gleichung (C.) enthalten ist. 

Um den gesammteu für die folgenden Betrachtungen erforderlichen 
Formelapparat zur Hand zu haben, berechnen wir gleich die den Glei- 
chungen (2.) reciprok gegenüberstehenden Ausdrücke der P^ durch die q>y. 

*) (Euvres completes (1881) Bd. 2, Abhandlungen VIII, IX. 
••) dieses Journal Bd. 32, S. 185—196. 
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Entwickeln wir zu dem Ende die <Py(i) nach Potenzen von a—x, 



A«ü 



A! 



und setzen diese Ausdrücke in die rechte Seite der Gleichung (C.) ein, 
so kommt, 

oder wenn wir ;f = v— i — m als neuen Summationsindex einführen, 
®.(C»-*)«^— ) = i (8-x)^— ' ''i"(H«.-l)(l+m-2)...(g+m-y) 1i~Z"t\\ ' 

und dies muss zufolge des Vertauschungssatzes (C.) mit der rechten Seite 

von (1.) Übereinstimmen. Es ist folglich 

.Q^ ^r .y (l+m-l)(|+m^2)...($+m-y) y^'-'^Ca^) [0 «Ir ;f<0 

Die gegenseitige Beziehung der DifferentialausdrUcke D^iy) und 
2),(w) lässt sich aber in noch eleganterer und übersichtlicherer Weise dar- 
stellen. Setzen wir nämlich 

Py(x) = für v<m, 

so ist nach (2.) nnd (3.) 

^Xx) = Jf(-l)*&,^/-''>(ar), 

Nun lautet aber die explicite Form des zu einem Differentialausdrucke 



.-?>'*-^ 



adjongirten DiflPerentialaasdrackes, 

i(-i)'^^^=ii(-0"'.4^^ 



da:* i=o»'=u " cte*'"'' doj»' 



*»<) »JT 4=0 rssU 



"" ;£ da:»' iÜ^ ^^ *" dx*-»' * 
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Setzen wir also 

80 sind die beiden Differentialausdrucke 

einander adjungirt. Bezeichnen wir dnrch D^^) den adjungirten Differential- 
ansdrack von D^y^ so ist nach dem Reciprocitätssatze der Herren Thomi 
und Frobenius*) 



®.(«) = £-^«(«)- 



Da offenbar 



ist, so haben wir zufolge der Gleichungen (2.) 

+ !2'(l+«»-l)...(S+»»-»')(»-a;)«+'"-'-' 



y«0 



tti'^ ^ (| + m-l)...(| + m-»') (m+*-»)! ' 



also für I = 

(4.) %((z-xr-') = i?:((8-a;)-')+g,'(»-x)— ' i [;7I-ff (-^) — **•• 

Nun ist aber, wie eine einfache Rechnung zeigt, 

y'Si ^ ^ (m— v—l)! A^fi m-v-^l ' 

und nach einer bekannten combinatorischen Formel**) 

ic_iy_A_ = ^A . 

&^ ^ m+l+i (m+lXm-t-2)...(m+A+l) ' 



•) Vgl. Frobeniug, dieses Journal Bd. 76, S. 265. 
**) Vgl. z. B. Jacobi a. a. 0. S. 191 die in der Anmerkung stehende Formel für p = 0. 
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wir finden also 

^ ^ da^ »— a; y-^o ^ ^ ^ ^ (m— v+Ä)! 

Auf Grund der Gleichungen (4.), (5.) verwandelt sich nunmehr die Be- 
ziehung (C.) für § = in 

D.((,-xr) = ö;((,-a:)-)-i(-I)'^-&a=m, 

und dies ist genau die von Jacobi gegebene Form des Abekchen Satzes 
von der Vertauschung von Parameter und Argument. 

IIL 

Wir verfahren nun mit der den Vertauschungssatz darstellenden 
Gleichung (C.) genau ebenso wie in der Nr. I mit der Gleichung (1.) jener 
Nummer. 

Für eine beliebige Function «? von z und einen Integrationsweg L 
ergiebt sich zufolge der Beziehung von Lagrange 

L L L 

wenn wir durch 

den adjungirten linearen, beziehungsweise den begleitenden bilinearen Diffe- 
rentialausdruck von 2),(fi) darstellen. Bedeutet also « eine Lösung der 
Differentialgleichung 

%(?>) = 0, 
und denken wir uns den Integrationsweg L so gewählt, dass 

L 

ist, so besitzen wir in 

(2.) y = ff>(js-x)^''dz 

L 

eine Lösung von (A.). Ebenso ist umgekehrt 

(3.) u = fw(z-xy-^''-'dx 

Jl 

eine Lösung der Differentialgleichung (w+ii)-ter Ordnung 

Journal fnr Mathematik Bd. CXVI. Heft 2. 14 



106 Schlesinger, Integration Un. Differentialgleichungen durch Quadraturen. 

wenn w eine Lösung der zu (A.) adjungirten Differentialgleichung und J 
einen Integrationsweg bedeutet, für welchen 



(4) /^Z),((»-x)>'-«, fa)dx = 



A 

ist. 

Die Auswahl der Integrationswege L beziehungsweise A hängt 
wesentlich ab von der Lage der singulären Stellen der Differentialgleichungen 
(51.) beziehungsweise (A.). Da aber 

ist, 90 sind diese Stellen für beide Diff'erentialgleichungen dieselben, und wir 
können uns also darauf beschränken, etwa die Bestimmung der Integrations- 
wege A zu unserer Aufgabe zu machen. 

Ein solcher Integrationsweg muss zu Folge der Gleichung (4.) so 
beschaffen sein, dass im Anfangs- und Endpunkte desselben der Ausdruck 

denselben Werth annimmt, dass aber trotzdem das Über denselben erstreckte 
Integral (2.) nicht identisch verschwindet. In der neueren Litteratur*) sind 
vornehmlich zwei verschiedene Arten solcher Integrationswege angewandt 
worden. 

Die eine Art sind die sogenannten Doppelschleifen, 
Bezeichnet man mit aj, 02, ..., Og die von einander verschiedenen 
Nullstellen der ganzen rationalen Function P.,(a?) und mit Sj, die von einem 
regulären Punkte a: = S aus um den singulären Punkt x = ßjt in positivem 
Sinne herumgelegte einfache Schleife, mit s^ die von demselben Punkte 
aj = ^ aus um den Punkt x = » herum gelegte Schleife, so sind die Doppel- 
schleifen durch die Symbole 

charakterisirt. 

Die andere Art von Integrationswegen beginnt und endet in einem 
und demselben der singulären Punkte 



*) Poincar^, American Journal Bd. VIT, Acta Mathematica Bd. VIII; Camille Jordan, 
Cours d' Analyse, Bd. III (1887); Pochhammer, Mathematische Annalen, Bd. 35, 36, 37; 
Nekrasso/f, Mathem. Annalen Bd. 38. 
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und zwar in der Weise, dass die ersten und letzten Wegelemente ganz be- 
stimmte Richtungen einhalten^ die so gewählt werden müssen, dass die Be- 
dingung (4) erfüllt wird. Daraus erhellt, dass diese zweite Art von Inte- 
grationswegen nur bei solchen singulären Punkten mit Erfolg zur Anwen- 
dung gelaugt, die Unbestimmtheilsstellen für die Integrale w sind. Da wir 
die Untersuchung von Differentialgleichungen im Auge haben, die der 
FficA^schen Klasse angehören, so werden wir uns auf die Betrachtung der 
ersteren Art von Integrationswegen beschränken. 

Dabei erweist es sich als zweckmässig, die folgende Auffassung Platz 
greifen zu lassen. 

Wir können offenbar die über die sämmtlichen Doppelschleifen (5.) 
erstreckten Integrale (2.) aus über die Doppelschleifen 

(6.) SaS,^S-^S^^ (« = 1, ? 0) 

erstreckten zusammensetzen. Statt dieser letzteren betrachten wir allgemeiner 
die Wege 

(7.) lsj-'s;;\ 

wo / irgend einen von o? = ^ ausgehenden geschlossenen Weg bedeutet, auf 
welchem fortgesetzt das beliebige Integral w der zu (A.) adjungirten Diffe- 
rentialgleichung nicht ungeändert bleibt, sondern etwa in 0w verwandelt 
wird. Dann ist 



(8.) 



- /(fr-dw)(a-x)>+"'-'rfa;. 



Bedeutet also >r„ tr,, . . . , tp„ ein Fandaraentalsystem der zu (A.) adjangirten 
Differential gleichnng, so lassen sieb die tlber die Wege (7.) und also anch 
die Über die Doppelscbleifen (6.) erstreckten Integrale (2.), linear homogen 
and mit constanten Coefficienten ans den folgenden zusammensetzen 

(9.) /«r»(«-a-)«-^-'rfx. (:::; i :::; :) 

Wir fragen nun: 

1) wie sind die Coefficienten von linearen homogenen Verbindungen 
der Integrale (9.) zu bestimmen, damit diese Verbindungen Lösungen der 
Differentialgleichung (31.) darstellen, und 

2) lässt sich aus solchen Verbindungen ein Fuudamentalsystem von 
(^.) zusammensetzen? 

14» 
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IV. 

Wir wollen diese Fragen nur in dem besonders wichtigen Special- 
falle zu erörtern versuchen, wo die vorgelegte Differentialgleichung (A.) 
der FiicÄ^schen Klasse angehört. 

Zunächst schliessen wir aus den Formeln der Nr. II, am einfachsten 
wohl daraus, dass die Differentialausdrücke 

einander adjungirt sind, dass eine singulare Stelle die für die eine der beiden 
Differentialgleichungen (A.) und (31.) eine Stelle der Bestimmtheit ist, auch 
für die andere eine Stelle der Bestimmtheit sein müsse. Wenn also die 
eine der beiden Differentialgleichungen (A.) und (31.) der Fuchs sehen Klasse 
angehört, so ist dies auch für die andere der Fall. 

Wir wollen vorläufig nur die allgemeinere Voraussetzurg machen, 
dass der unendlich ferne Punkt eine Stelle der Bestimmtheit für die Diffe- 
rentialgleichung (A.) sei; es werden dann die Formeln der Nr. II einer 
wesentlichen Vereinfachung fähig, indem sich nämlich die Differentialgleichung 
(m+i») -ter Ordnung (21.) durch eine solche von der mten Ordnung er- 
setzen lässt. 

In der That ist, damit sich die sämmtlichen Lösungen der Diffe- 
rentialgleichung im Punkte x = oo bestimmt verhalten, nothwendig und hin- 
reichend, dass die Grade der Coefficienten P„, ^n-n •••? ^^ abnehmen. 
Wenn also m der wirkliche Grad von P„(a;) ist, so hat man m^n^ und 
Pjt(x) darf höchstens vom Grade m—n+k sein. Also ist für v<in 

P,<-+*-')(a;) = 0, 
d. h. es sind nach Gleichung (2.) Nr. II die 

sämmtlich gleich Null, so dass sich die Differentialgleichung ($(.) in 
der Form 

als Differentialgleichung mter Ordnung für die iste Ableitung von u schreiben 
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lässt Setzen wir also 



(1.) 



VA*; - i^^K ^J (^^^m-n-l)...Q+m-n—v) (m+fc-n-v)! 



= (|+«_l)(|+m_2)...(|+i»-«)«/)„+,(a), 
woraus sich nach den Gleichungen (2.), (3.) der Nr. II umgekehrt 

(?(''-"^'-*)(x)(^+^_»_l)...(|+^-„-»,) /O für Ä<p, 

'^''■^ .-foCv-m+n-fc)! (1-1X1-2). ..(?-*) ^ '^ lP,(x)mr*50 

ergiebt, so kann die Differentialgleichung mter Ordnung 

(E.) EXu) == i (>,(») -rf^" = 

an die Stelle von (3t.) treten. Denn aus den Formeln der Nummern II 
und III erhalten wir die Gleichung 

(30 /),((« -x)5-0 = EXC^'-xy-'—'). 

und wenn 

E'Xv), EXr,9) 
den adjungirten linearen beziehungsweise den begleitenden bilinearen Diffe- 
rentialausdmck von EX«) bedeuten, so haben wir 

(4.) D,(fv(s-xy-'d») = E,((5-x)5-^-"-\ v)+f(s-xy-'"'-'-'E:(f))ds, 

(5.) E,{fu}{i-xf^-'-'dx) = Z),((»-x)«-S w)+f(s-x)^-'DUw)dx. 

Folglich stellt 

(6.) y = fv(s-x)^-*ds 

eine Lösung von (A.) dar, wenn 

(E'o £;:(r) = 0, 

ist, und umgekehrt haben wir in 

(8.) u = fw(z-xy^"'-''-''dx 

A 

eine Lösung von (E.), wenn 

(A'.) Z);(fr) = 0, 

ist 
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Die Differentialgleichung (E.) hat die besondere Eigenschaft, d(MS ihre 
Ordnung mit dem Grade des Coefficienten der höchsten Ableitung übereinstimmt. 
Die Form der Gleichungen (1.) bis (ö.) lässt erkennen, dass der Fall eine 
besondere Beachtung verdient, wo auch in der Differentialgleichung (A.) 
die Ordnungszahl n dieselbe ist wie der Grad m des Coefficienten der 
höchsten Ableitung, denn alsdann ist die Reciprocität zwischen den Diffe- 
rentialgleichungen (A.) und (E.) eine vollkommene. Es ist nämlich fttr 
m = n der Coefficient PaC^?) der Aten Ableitung von y in D^(y) vom Aten 
Grade, und wir können demnach die Beziehung zwischen den Differential- 
gleichungen (A.) und (E.) in elegantester Weise dadurch zum Ausdruck 
bringen, dass wir sagen: wenn 



C).(a:)=(-iy«=%^P.(x) 



gesetzt wird, so ist 



d. h. die beiden Differentialgleichungen 

mrf einander adjungirt. Der durch die Gleichung (C.) dargestellte Ver- 
tauschungssatz nimmt die einfache Form an 

(10.) D^dz^xf'^) = E,((3-a.)5-0. 

Wenn m^n sein sollte, so können wir z. B. dadurch, dass wir y 
gleich der (iw— ii)-ten Ableitung einer neuen unabhängigen Variabein setzen, 
eine Differentialgleichung herstellen, deren Ordnungszahl gleich m ist, und 
die, nebst einer ganzen rationalen Function (m— i»)-ten Grades von x mit 
willkürlichen Coefficienten noch n Lösungen besitzt, deren (m— ii)-te Ab- 
leitungen ein Fundamentalsystem der gegebenen Differentialgleichung bilden. 
Wir wollen darum im Folgenden zunächst voraussetzen, dass 

m = n 
sei, und dann in der No. VI noch besonders auf den B^'all eingehen, wo in 
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der gegebenen Differentialgleichung (A.) die Coefficienten gewisser erster 
Ableitungen verschwinden. 

V. 

Wir fügen jetzt den in der vorigen Nummer über die Beschaffenheit 
der Differentialgleichung (A.) gemachten Voraussetzungen noch die Annahme 
hinzu, dass (A.) der FtfcA^schen Klasse angehören möge. Sei dann der 
Coefficient PmC^) der höchsten Ableitung in seine linearen Factoren zerlegt 

(1.) Pn.(x) = (a:-a,r(x-a,^...Ca:-a,)^ 

a 

so muss, damit der singulare Punkt x = a< eine Stelle der Bestimmtheit für 
die Lösungen von (A.) sei, der Factor x—a^ in P«_i(x) mindestens zur 
(a^— l)-ten, in Pm--2(x) mindestens zur (a<— 2)-ten u. s. w., in P«.«^^i(j:) 
mindestens zur ersten Potenz enthalten sein. Bezeichnen wir durch 

die Wurzeln der zu x = a^ gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung, 
so sind bekanntlich m^-ai derselben mit den Zahlen 0, 1, 2, ..., iw— o<— 1 
identisch, und die zu diesen als Exponenten gehörigen Elemente des ka- 
nonischen Fundamentalsystems verhalten sich in der Umgebung von x=^a^ 
regulär, wenn keine der a, übrigen Wurzeln eine positive ganze Zahl 
grösser als iw— «<— 1 ist Um Complicationen aus dem Wege zu gehen, 
die das Wesen der anzustellenden Ueberlegungen nicht berühren, wollen 
wir überhaupt annehmen, dass für alle singulären Punkte a^ die Grössen 

weder ganzzahlig noch auch um ganze Zahlen von einander verschieden 
seien. Dann enthalten die Entwickelungen der Elemente 

yia (a=J.2...., m) 

des zu x = a< gehörigen kanonischen Fundamentalsystems in der Umgebung 
von x — Oi keinen Logarithmus und haben also die Form 

(2.) y.a = (o^-a.-f ^ %a(x\a:), $,«(a,|a,) + 0, (a = i, 2, ..., «, 

wo {ß,«(ar|a,) eine nach positiven ganzen Potenzen von x—a^ fortschreitende 
Reihe bedeutet. Die Bezeichnung ist dabei so gewählt worden, dass 

(3.) p,«^, = 0, (>,«.+2 =1, . . ., (>,« = iw-a^- 1 

ist. 
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Multipliciren wir die linke Seite von (A.) mit dem Factor 

80 lauten die Wurzeln der zu o? = a, gehörigen determinirenden Funda- 
mentalgleichung für die adjungirte Differentialgleichung von 

(5.) x(x)DXy) = 

bekanntlich*) 

— e,«— 1. Ca = 1,2 m) 

Die adjungirte Differentialgleichung von (5.) ist nach dem Reciprocitätssatze 
der Herren Thome und Frobenius 

(6.) D'^(x(x)tv) = 0, 

die zu x = Oi gehörige determinirende Fundamentalgleichung der zu (A.) 
adjungirten Differentialgleichung (A'.) hat also die Wurzeln 

(7.) ö<a = fii~a,--e,«-l, (« = 1.7 .0 

und die zugehörigen Elemente des kanonischen Fundamentalsystems haben 
die Form 

(8.) IT,« = CT-a,r«^,«(a:|a,), (a = i, .. ...,«) 

wo %^(x\ai) eine nach x— a^ fortschreitende gewöhnliche Potenzreihe be- 
deutet, die für a? = a< nicht verschwindet. Insbesondere sind die 

fr..«.+;t (*=l,2,...,m-a..) 

in der Umgebung von x = a, regulär und gehören zu den Exponenten 

Es sei nun w das allgemeine Integral der Differentialgleichung 
(A'.). Wir betrachten (vergl. Nr. III) die über die von a? = ^ ausgehenden 
Schleifen «„i *m •••? ^a erstreckten Integrale 

/ w(si—xy~^dx. 



(f = <l, 1, 2 o) 



Sei 6, ein Punkt in der Umgebung von a< und bezeichne *< die von 6, aus 
um a: = a< herumgelegte Schleife, so ist 

/ w^z—x^'^dx = / *(w—0iW)(z—xy~'^dx+ ftD(z—x)^^^dXy 



•) Fuchs, dieses Journal Bd. 76, S. 180. 
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wenn Ö.ir diejenige Lösung von (A'.) bedeutet, in welche sich w nach 
einem einfachen positiven Umlaufe von x um den Punkt x = a< verwandelt 
hat, und das erste Integral auf der rechten Seite auf directem Wege er- 
streckt wird. Sei 

m 
a=\ 

also in der Umgebung von x=^ai 

WO ^(a:|a,) eine nach aj— a, fortschreitende gewöhnliche Potenzreihe be- 
deutet, so ist 

fwiz-xf-'dx = ic^l^ fwia(fi-xf'~^dx 

H U 

und ferner 



Wir haben folglich 



woselbst 



Aia = fu>,X^-x)^''dx 



gesetzt wurde. — Wir können uns also, was die über die Schleifen 
«1, «2) • • •? ^a erstreckten Integrale anlangt, auf die Betrachtung der AusdrUke 

Ai^ (a = l. 2..... a^;l«l, 2, ..., ff) 

beschränken, deren Anzahl gleich m ist 
Beachten wir, dass 

ist, so können wir Ai^ in die Form setzen 

Aia = (l-€ia)/'ft}ia(i-^y''dx+J^W,^(z-Xy-'dx. 



c 



Um die über die Schleife «„ zu erstreckenden Integrale darzustellen, 
nehmen wir irgend ein Fundamentalsystem iti, i^a, . .., w^, der Differential- 
Journal för Mathematik Bd. CXVI. Heft 2. lö 
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gleichong (A'.) und setzen 

«0 

dann sind auch die m Integrale 

durch Z,, Zj, ..., Z^ linear homogen und mit constanten Coefficienten 
darstellbar. 

Wir fragen nunmehr nach den Aenderungen, welche die als Functionen 
von z aufgefassten Schleifenintegrale A^^, Zß erleiden, wenn die unab- 
hängige Variable geschlossene Wege in ihrer Ebene durchläuft. Singulare 
Stellen dieser Integrale können nebst den Punkten 

nur noch die Punkte a = S und a = oo sein; wir haben also nur das Ver- 
halten der in Rede stehenden Integrale bei einfachen geschlossenen Um- 
läufen von z um die Punkte 

Ol, 02, . . ., a^, X> 
zu untersuchen, und wollen uns hierbei der von Herrn Fuchs begründeten 
y^Methode der veränderlichen Inlegrationswege^ bedienen (bei Herrn Fuchs*) 
sind es die veränderlichen Querschnitte der daselbst betrachteten Riemann- 
sehen Fläche), einer Methode, die später auch von vielen anderen Autoren 
bei ähnlichen Untersuchungen angewandt worden ist**). 

Denken wir uns in der Ebene der Integrationsvariabein x die Punkte 

a,, 02, . . ., o^, a, ^ 

nebst den von t aub nach den übrigen dieser Punkte hin gelegten Schleifen 
fixirt, und verfolgen dann die Aenderungen der Ai^, Zß, wenn wir z ge- 
schlossene Umläufe um Oi, 02, ..., a^, ^ vollziehen lassen. Die von ? 
ausgehenden Schleifen, dürfen niemals durch einen der Punkte Oj, 02, ..., ^o^ ^ 
hindurchgehen; wenn sich z bewegt, so werden sich folglich auch die 
Schleifen verändern müssen, so wie z auf seinem Wege eine derselben 



*) Dieses Journal Bd. 71. 

**) Hossenf eider, Mathem. Annalen Bd. 4; Jordan^ Cours d'Analyse Bd. III; Goursat, 
Acta Mathematica Bd. 2; Nekrassoff, Mathem. Annalen Bd. 38; Broecker, Inaugural- 
Dissertation (Berlin, 1893) ; u. A. 
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trifft. D. h. also, wenn s eine geschlossene Bahn beschreibt, so treibt es 
die Schleifen (die man sich mit Herrn Nekrassoff' zweckmässig als biegsame 
nnd ausdehnbare Fäden vorstellen mag) so lange vor sich her, bis es un- 
gehindert in seine Ausgangslage zurttckkehren kann. Die Aenderung, die 
ein Integral 



/■ 



hierbei erleidet, hängt demnach von zwei Umständen ab: einerseits von 
der Aenderung des Integrationsweges, andererseits aber auch davon, ob 
gewisse Theile des Integrationsweges innerhalb des von ss beschriebenen 
Umlaufes liegen; für die solchen Theilen des Integrationsweges entsprechen- 
den Elemente des Integrales multiplicirt sich nämlich der Factor 

des Integranden mit der Einheitswurzel 

Verfolgen wir die Aenderung der Integrationsschleifen, wenn ss einen 
einfachen geschlossenen Weg im positiven Sinne um den Punkt a^ voll- 
zieht, so ist zunächst evident, dass die Schleifen s^ für k^ i keinerlei Ver- 
änderung erfahren. Dagegen ändern sich *„ und «< und zwar in verschiedener 
Weise, je nach der gegenseitigen Lage der Punkte t, «, «<• Wenn das 
von diesen Punkten gebildete Dreieck in der durch die angegebene Reihen- 
folge der Ecken bestimmten Richtung so durchlaufen wird, dass die von 
demselben eingeschlossene Fläche zur Linken bleibt — wir wollen diese 
Lage als die Lage I bezeichnen — , so verwandelt sich *, in 



und So in 



Si — *u*i*o 



*o — ^U^i^O^I *u • 



Dagegen wird, falls die Reihenfolge ^, z, a, eine Umlaufung des Dreiecks 
bestimmt, bei der die Dreiecksfläche zur Rechten bleibt — wir bezeichnen 
diese Lage als Lage II — , die Schleife Si in 

Si — ^i^ii^t'^i) ^i 

und S(, in 

Sil — ^i^D^i 

übergehen. — Bemerken wir gleich, . dass, wenn wir uns den geschlossenen 

15* 
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Weg von z nnendlich nahe um den Pankt a^ heram gelegt denken, nur 
der in unendlicher Nachharschaft von a, befindliche Theil der Schleife «i 
beziehangsweise der in unendlicher Nachbarschaft von z befindliche Theil 
der Schleife s^ innerhalb dieses Weges verbleibt. Der auf diesen „Schleifen- 
kopf" bezügliche Theil des Integrales liefert aber im allgemeinen einen 
unendlich kleinen Beitrag, so dass wir also die Aenderung des Integranden 
bei Umläufen von z um die Punkte a^ ausser Acht lassen können. — Be- 
zeichnen wir durch ö,/(«) dasjenige, was aus einer Function f(z) von z 
wird, wenn die unabhängige Variable einen einfachen Umlauf im positiven 
Sinne um den Punkt a^ vollzieht, so ist demnach: 
für die Lage I 

ö, A« = fw,,(z-x)^-'dx = /tv,,(z^xy-'+efw,,(z-'x)^-'dx 



+ €«.a ftDia(ji-x)^''^dx, 



d. h. nach einfachen Umformungen 

(9.) . ö,Aa = «^,a+(l~0^.a, 

und analog 

(10.) e,Zß - Zß+{B^B'') fwß{z-x)^-''dx-B f{wß-e,Wß)(z-xf^'dx; 

insbesondere hat man 

(11.) Ö,Z,« = (l-e+e,JZ,,+(,-.,^)^,.^. 

Für die Lage II ist ebenso 

(12.) e,A,, = (l-^,a + «0^/a + («.«-OZi«, 

(13.) e,Zß = Zß^-{i^B)fwß(z'-xf-'dx'-f{Wß--e,u>;){z--x)^-'dx, 

und insbesondere 

(14.) Ö,Z,-, = ,,^Z,,+(l-0^.«. 

Dagegen ist für beide Lagen 

(15.) Ö,A« = A,a, («=1,2,....«,) 

wenn i + & ist. 

Lassen wir nunmehr z einen Umlauf im positiven Sinne um ^ voll- 
ziehen, so verwandelt sich jedes s^ in 
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während die Schleife s^ angeändert in ihre Ansgangslage zurückkehrt; niid 
zwar gilt dies gleichmässig für beide Lagen I, II. Denken wir uns aber 
den Umlauf von z unendlich nahe an den Punkten «i, «27 •••? »o vorüber- 
gefllhrt, so liegen sowohl die Schleife So als auch die sämmtlichen Schleifen 
Si, mit Ausnahme ihrer in unendlicher Nähe der Punkte a^ befindlichen Theile, 
innerhalb des von « beschriebenen Umlaufes. Es wird sich also der Inte- 
grand der Aia, Zß mit dem Factor e multiplicirt haben. — Bezeichnen wir 
durch ein vorgesetztes die dem in Rede stehenden Umlaufe von z ent- 
sprechende Aenderung einer Function dieser Variablen, so ist also 



^ .-1 »i s, ) 



d. h. nach einfacher Reduction 

(16.) öAa = ^,a~(i-oz.« (a:^^■;:;;) 

und endlich 

(17.) 0Zß = sZß. (/?=!. 2,..., m) 

VI. 
Ist eine Differentialgleichung mit ganzen rationalen Coefficienten 

vorgelegt, wo p„ eine ganze Function mten Grades bedeutet und m^n ist, 
so gehen wir von derselben zu der Differentialgleichung 



*=:ü 



drc* 



über, indem wir 

(2-) 9 = :£^, DXy) = rUri) 

setzen, wo y eine beliebige Constante bedeutet, so dass also 

Px(x) = (a<:m-n) 

ist Die Differentialgleichungen (1.) und (A.) gehören offenbar gleichzeitig 
zur Fuchsüchen Klasse; wir nehmen an, dass dies der Fall sei. Man hat 
dann nach dem Reciprocitätssatze zwischen den adjungirten Differential- 
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aasdrUcken der linken Seiten von (1.) und (A.) die Beziehung 

dx" 



(3.) DUfc) = (-ir-yJ^d:(fc), 



und die Beziehung von Lagrange 

dx 



fD^(g)-gD:(r) = -^0^9,0 



nimmt die Gestalt an 

Da nun direct 

'^'\ da^-" / rfx"-» "'^l-> dx '\ da^-' ' '/ 

ist, SO haben wir, wenn für f eine willkürliche Lösung tc der Differential- 
gleichung 

(A'O D'Xw) = 

genommen wird, 

-^D,(g, fr) = yj^ö,(-£;r^, «>) 



(4.) 



dx^ 

WO Co, Ci, ..., c«-«-i Integratiousconstanten bedeuten, die sämmtlich ver- 
Bch winden, wenn die Function w auch die Differentialgleichung 

(5.) 8:(w) = 

befriedigt. 

Sei nach wie vor 

und mögen 

nn n^j • • -1 n«^? 0, 1, . . ., I»— «.— 1 
die Wurzeln der zu a: = a, gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung 
von (1.) bedeuten, so sind die nicht noth wendig ganzzahligen Wurzeln der 
entsprechenden determinirenden Fundamentalgleichungen für die adjungirten 
Differentialgleichungen von (1.) und (A.) 

a..« = -r,«+i»-cf,.— 1, ca = i,2...., «p 

zu denen fllr die Differentialgleichung (5.) noch die ganzzahligen Wurzeln 

0, 1, . . ., II — of,- — 1, 
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für die Differentialgleichung (A'.) nebst diesen noch 

fi — of|, , . «j m — cc^ — 1 

hinzutreten. Diejenigen Elemente des zum Punkte x^a^ gehörigen kano- 
nischen Fundamentalsystems, die zu den Wurzeln 

der determinirenden Fundamentalgleichung als Exponenten gehören, sind 
für die Differentialgleichungen (A'.) und (5.) dieselben. 

Diese einfachen Bemerkungen in Verbindung mit der aus der Glei- 
chung (2.) und aus (10.) Nr. IV direct folgenden Gleichung 

genügen um zu zeigen, dass die Differentialgleichungen (1.) und (A.) im 
wesentlichen auf dieselbe Differentialgleichung (E.) führen, und dass sie 
beide die Integration von (E.) bewirken, ebenso wie auch umgekehrt (E.) 
zur Integration von (1.) sowohl wie von (A.) dienen kann. 

Nimmt man in (1.) n = 1 , so muss jedes der a^ gleich Eins sein, 
wenn die Differentialgleichung der FwcA^schen Klasse angehören soll. Die 
Goefficienten der zugehörigen Differentialgleichung (E.) ergeben sich aus 
den Gleichungen (1.) der Nr. IV nach leichten Umformungen in der Gestalt 

es ist also in diesem Falle (E.) die Tissol-PochhammerBche Differential- 
gleichung, der die sogenannte allgemeine hypergeometrische Reihe genügt*). 
Indem wir die Bezeichnungen der Nr. V anwenden, ist also a = iw, und wenn 

Pm(x) *=1 ü?— ÖJfc 

gesetzt wird, 

d. h. gleich der Lösung der Differentialgleichung 

zu nehmen, während sich das allgemeine Integral der Differentialgleichung 



*) Pochhammer, dieses Journal Bd. 73. 
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(A'.) in der Form 

darstellt, wo c, Cy? Cj, ..., c^_2 willkürliche Constanten bedeuten. Es 
ist also 

An = J Wi(z—xy^^dx; Z.i = / «?,(»— a:)^'"*rfaj = Z, = 1,2,...,«) 
*,- «. 

und die Aendernngen, welche diese Integrale bei Umläufen von ^5 erfahren, 
ergeben sich aus den allgemeinen Formeln der vorhergehenden Nummer, 
indem wir daselbst _ 

2nßiy^ 
8n = e = 1. 2,..., m) 

setzen. Sind die /3i, ßi^ . . ., ßm nnd § rationale Brüche mit dem kleinsten 
gemeinsamen Nenner N, so ist (E.) die Differentialgleichung der die Perio- 
^icitätsmoduln des zu einer binomischen Gleichung iV-ten Grades gehörigen 
^6cfechen Integrals 

f(ix-a,y^-'\..(x'-a^y"'~\x^i)^-'dx 

als Functionen des Verzweigungspunktes z Genüge leisten*). Für 

haben wir in (E.) insbesondere die Differentialgleichung für die Periodicitäts- 
moduln eines Systems von hyperelliptischen Integralen erster Gattung wie 
sie zuerst von Herrn Fuchs**) aufgestellt und behandelt worden ist. Nimmt 
man m = 2 , Oi = , aj = 1 so ergiebt sich die Legendresche Differential- 
gleichung zweiter Ordnung für die Periodicitätsmoduln des elliptischen 

Integrals 

r dx 

wir kommen auf diese besonderen Fälle in der Nr. VIII zurück. 

VII. 
Wir knüpfen an die Untersuchungen der Nr. V an und wollen nun- 
mehr die Frage erörtern, ob zwischen den 2m Integralen 

A /<=!, 2...., 0\ 
^iaj \a= 1, 2 aj 

Zß (;9 = 1, 2, ..., m) 



*) Mit dieser Differentialgleichung beschäftigt sich die bereits erwähnte Inaugural- 
Dissertation des Herrn Broecker. 
♦♦) Dieses Journal, Bd. 71. 
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eine homogene lineare Beziehung mit von z unabhängigen Coef&cienten be- 
stehen kann. 

Zunächst ist ersichtlich, dass im allgemeinen weder zwischen den 
a, über die Schleife «< erstreckten Integralen Ai^ (a = 1, 2, ..., «<) noch 
zwischen den m über die Schleife «o erstreckten Integralen Z^ (/3= l,2,...,m) 
eine homogene lineare Beziehung möglich ist, da ja die bei der Bildung 
dieser Integrale benutzten Lösungen «?,„ (« = 1,2,...,«,) beziehungsweise 
ft^ (/9= 1, 2, ...,m) der Differentialgleichung (A'.) linear unabhängig sind. 

Es kann aber auch keine lineare homogene Combination der 

A,a («= 1,2, ...,«,) 

gleich einer homogenen linearen Verbindung der übrigen 

Aj,ß (*#=•' /J- 1,2, ....«,) 

sein. Denn wäre dies der Fall, so müsste zufolge der Gleichung (15.) 
Nr. V der Ausdruck (1.) ungeändert bleiben, wenn z einen einfachen Um- 
lauf um den Punkt a< vollzieht, d. h. es müsste 

a=l a=l 

also nach den Formeln der Nr. V (S. 116) in der Lage I, 

Jy«|(i-.)A«-(i-OZ.J = 0, 

a—l 

in der Lage II, 

«=■1 

sein. Nun ist aber, wenn wir 

(2.) (1^0^a-(l-OZ.a = fl,-, 

setzen, für beide Lagen 

und hieraus schliesst man in bekannter Weise*), da die e^^ als von ein- 
ander verschiedene Grössen vorausgesetzt wurden, dass zwischen den u^^ 
(a = 1,2, ..., «,) keine homogene lineare Beziehung mit von z unabhängigen 
Coefficienten bestehen kann. 



♦) Fuchs, dieses Journal Bd. 66, S. 134. 
Journal für Mathematik Bd. CXVL Heft 2. 16 
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Es sind also die m Integrale 

linear unabhängig. 

Sollte endlich eine lineare homogene Combination dieser Aia gleich 
einem Z sein, d. h. 

1=1 a=l "^ 

80 mttsste diese Beziehung aach nach einem beliebigen Umlaufe von z be- 
stehen bleiben; die Differenz 

(3.) Z-i Jy,„^,, 

dürfte also bei keinem Umlaufe von i eine Aenderung erfahren. Nun 
bleiben aber bei einem Umlaufe um a^ die Aj^, wenn t=J=v ist, ungeändert, 
also mttsste 

(4.) O^Z-^rraA^a) = Z^ Ik Y.aAa 

^ a=l ^ a=l 

sein. Denken wir uns die Lösung w von (A'.) durch das zu x — ai ge- 
hörige kanonische Fundamentalsystem dargestellt: 

(5.) w= £ c«tp,, = 2 cfic^+%{x\a:), (' = «.». .... .) 

a=l a=l 

WO die c^*^ Constanten, die $ßi(x|o<) in der Umgebung von x = o, reguläre 
Functionen bedeuten, so ist 

(6.) fw(z^x)^-'dx = Jcco^,^ 

und 

a=l 

Nehmen wir nun um die Vorstellung zu fixiren an, dass sich ^ und z mit 
jedem der Punkte a^ etwa in der Lage I befinde, dann ist zufolge der in 
der Nr. V abgeleiteten Formeln 

e,z = z+(^-oici'M,„-6icio(i-.e,oz.« 

a=l a—l 

a=l 

0iA:„ = A« — 11..«. 
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Das Bestehen der Gleichung (4.) ist also gleichbedeutend mit 

«•• «< 

a=l a=l 

und hieraus folgt, da die Ui^ {ol=^ 1, 2, ...,«,) linear unabhängig sind, mit 
Nothwendigkeit 

(7-) y. = -*e c:;:,!:::;:) 

Die Differenz (3.) bleibt also dann und nur dann bei allen Umläufen von z 
um die Punkte «i, Oj, . . ., a^ ungeändert, wenn die Constanten y.^« durch 
die Gleichungen (7.) bestimmt werden. Wir fragen nun weiter, kann diese 
Differenz, d. h. kann 

(8.) Z + B 2 £&^A,^ = fw(z-xy-^'dx + € ^ fwU-x)^-'dx 

h H 

auch ungeändert bleiben, wenn ss einen Umlauf um den Punkt ^ vollzieht? 
Da sich bei einem solchen Umlaufe von z das Integral 

/ tp(s—x)^^^dx 

nach den Ergebnisen der Nr. V in die Differenz 

fw^z — x^'^dx— /(ir— ö.fr)(5 — a:)^"^rfa? 

verwandelt, so wird die Summe (8.) in 

6 fw(z—x)^^^dx + B 2: fttCz-xy-^dx-tJ: f(w—OiwXz—xy-^dx 

«• «,• *• 

Übergehen. Soll dies mit (8.) übereinstimmen, so mnss also 
/[(b-1)w-6 2(fv-e,w)](z-x)^''dx = 

und folglich im allgemeinen 

(9.) iö.«, = i::^«, 

sein. Wenn umgekehrt ein Integral w dieser Gleichung genügt, so ist die 
Summe (8.) in der ganzen «-Ebene unverzweigt, also zufolge der analy- 
tischen Beschaffenheit der Functionen Z und A^a eine rationale Function von z. 
Sei nun iti, «?2? . • •, «'m ^in beliebiges Fundamentalsystem der zu 
(A.) adjungirten Differentialgleichung (A'.) und 

16* 



124 Schlesinger, Integration /in. Differentialgleichungen durch Quadraturen. 
80 dass also 

^'' = KO (j:;;V.::::) 

die zu diesem Fundamentalsysteme gehörigen Fnndamentalsabstitationen be- 
deuten. Soll dann ein Integral 

80 bestimmt werden, dass 

i—l 

ist, wo ^ eine Constante bedeutet, d. h. soll 

m m a m 

;.=i ifc=i ,=1 4=1 

sein, so müssen die Constanten c^, Cj, . . ., c^ den Gleichungen 

m a 

genügen. Es muss also d eine Lösung der Gleichung 



= (i, * = 1, 2, ..., m) 



(10.) ^«Ü*-<J<Ju 

1 1=1 

sein, wo 

c^u = für A + *, d,, = 1, 

gesetzt wurde, und es ist leicht einzusehen, dass diese Gleichung (10.) un- 
abhängig ist von der Wahl des Fundamentalsystems f^i, fi?2, ..., tr«*). 
Sei in der That 

— m 

ein mit t/Ji, fi?2, . . ., u>^ durch die Substitution 

verknüpftes Fundamentalsystem, so lauten die zu iti, w2^ ..., tr» gehörigen 
Fundamentalsubstitutionen 

:!<•> = BA^^B-\ 
d. h. wenn 

ß-«=(ÄO, ^^*^ = («$?) (M = 1,2,...,.) 

gesetzt wird, so ist 

— m m 



♦) Vgl. FticÄ«, dieses Journal Bd. 66, S. 133. 
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und folglich auch 

a — mm a 

hieraus folgt aber die Invarianz der Gleichung (10.), wenn man die a^ durch 
die a^ ersetzt in ähnlicher Weise, wie die Invarianz der zu einer Sub- 
stitution gehörigen Fundamentalgleichung bewiesen wird. Die Gleichung 
(10.) hängt also ausschliesslich von der Natur der Differentialgleichung (A.) 
ab, und es wird demnach nur für ganz besondere Werthe von | die Grösse 

l~g+a^ 

eine Wurzel d dieser Gleichung sein können ; im allgemeinen wird sich also 
kein Integral w angeben lassen, welches der Gleichung (9.) Genüge leistet. 
Aber selbst für die besonderen Werthe von f, bei welchen die Bestimmung 
eines solchen Integrales w möglich ist, wird die mit demselben gebildete 
Summe (8.) nicht nothwendig identisch verschwinden. Wir können also sagen, 
dass im allgemeinen keine homogene lineare Verbindung der Ai^ gleich 
einem Z sein wird, und damit ist zugleich bewiesen, dass die 2m Integrale 

Aia, Zß (»«1,2,....^; a=l, 2, ..., a^. ^=1, 2, ...,m) 

im allgemeinen linear unabhängig sind. 

In dem am Schlüsse der Nr. VI erwähnten Falle, wo (E.) die Diffe- 
rentialgleichung für die Periodicitätsmodnln eines elliptischen Integrals erster 
Gattung darstellt, ist z. B. 

r dx r dx r rfx 

f 1 -- logiS:^ rfo: 

y )/x(a:-lX5-a:) ^ ix-^-l-^yjx 

ein solches System von 2m = 4 Integralen ; man kann leicht direct sehen, 
dass dieselben linear uuabhäng sind. 

VIII. 
Wir stellen uns nun die Aufgabe, Systeme von 2m Constanten 

ZU bestimmen, für welche die Summe 

(1.) tt - k ZYiaAia-V^Yß^ß 

1=1 a= I ß 

eine Lösung der Differentialgleichung (E.) darstellt. 
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Zufolge der Gleichung (5.) Nr. IV ist, wenn tv eine Lösung der 
zu (A.) adjungirten Differentialgleichung (A'.) bedeutet, 

(2.) E,{fw(z^xy-'dx) = fdD,{(iz^x)^-\ w). 

Der auf der rechten Seite dieser Gleichung auftretende bilineare Differen- 
tialausdruck 

hat die Gestalt 

wo die Pyi(x) ganze rationale Functionen von x bedeuten, die sich aus den 
Coefficienten Pj,(x) der Differentialgleichung (A.) und aus deren Ableitungen 
zusammensetzen, und w^^^(x) den Werth der iten Ableitung des Integrals 
w im Punkte x darstellt. Es ist folglich nach (2.) 

EXZ,)= /rfD,((a-x)«-S tr,) = («-S)«-(*-l):i'(«-0''i/'.,(0<>(S), 

«0 

und daher 

»'=<) A=0 ^i=l a=l 

Soll dieser Ausdruck identisch, d. h. für jeden Werth von z ver- 
schwinden, so muss 

(3.) 2: 2 ^a(«.a-l)«'JP(D + («-l) 2 Tß^it) = (i =«. .. ^. .... m-0 

1=1 a=l /9=l 

sein. Dieses System von m linearen homogenen Gleichungen für die 2iw 
Unbekannten y,«» 7ß ist vom Range m, weil die Determinante 

als Determinante eines Fundamentalsystems in dem regulären Punkte a? = ^ 
einen von Null verschiedenen Werth hat. Das System (3.) besitzt also 
nach dem Hauptsatze der Theorie linearer Gleichungssysteme genau m 
linear unabhängige Lösungssysteme; die mittelst derselben gebildeten Aus- 
drücke u stellen folglich — da, wie bewiesen wurde, die ^,«, Zß linear unab- 
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häDgig sind — ein System linear unabhängiger Lösungen der Differential- 
gleichung (E.) dar. Wir haben also in der That aus den Schleifenintegralen 
Aia, Zß ein Fundamentalsystem von (E.) zusammengesetzt. Es verdient 
hervorgehoben zu werden, dass die so gewonnenen linearen Combinationen 
jener Schleifenintegrale als Lösungen von (E.) sich nur in den Punkten 
«1, Oj, . . ., Oa, oo verzweigen können, während, wie wir gesehen haben, die 
Schleifenintegrale selbst, auch noch in ä = ^ eine Verzweigungsstelle haben. 
Denken wir uns die Integrale tr.^ durch das Fundamentalsystem 
i«?i, 1^2, ..., w^ dargestellt, 

und nehmen in den Gleichungen (3.) 

Tß = Y^T^y (/s= 1.2. ....«) 

wo k eine bestimmte der Zahlen 1, 2, ..., a^ v eine bestimmte der Zahlen 
1, 2, . . ., «jfc, y eine Constante bedeutet Dann erhält das System (3.) 
die Gestalt 

und diese Gleichungen werden offenbar durch die Werthe 

y,« = für t =1= *, « =1= v; y,, = 1~€; y = 1-6,^ 
befriedigt, die das Integral 

(4.) n*. = (l-6)^,-(l-OZ*. 

der Differentialgleichung (E.) liefern. Dieses ist nach Gleichung (8.) Nr. III 
nichts anderes als das über die Doppelschleife 

erstreckte Integral 

und es kommen also auf diese Weise für & = 1, 2, . . ., a; y = 1, 2, . . ., «^ die 
über die a Doppelschleifen (6.) Nr. III erstreckten Integrale zum Vorschein. 
Wenn £ nicht gleich Eins, d. h. | keine ganze Zahl ist, so sind diese tn 
Integrale 11*^ auch linear unabhängig. Die m Coefficientensysteme y^«, y^, 
die zu denselben führen, bilden nämlich ein System von 2m. m Grössen, in 
welchem die aus den w* Grössen y,« gebildete Determinante den Werth 
(b—\Y hat; diese m Systeme y,«, Yß sind also linear unabhängig, wenn 
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£ + 1 ist. Ist fc = 1 und § eine negative ganze Zahl oder Null, so sind in 
(3.) die y,, ^2, ..., /m willkürlich, d. h. wir haben in Zj, Z2, ..., Z^ ein 
Fundamentalsystem von (E.). Für f = ist (E.) nach Nr. IV die mit der 
unabhängigen Variablen a geschriebene adjungirte Differentialgleichung 
von (A.); in diesem Falle sind die Zß einfach die Darstellungen der tr^C») 
durch das Cauchysche Integral 

1 1 /* _ 

^^ ^ 2ny-l ^ 2n]^—l ;f ^^ ^^ ^ 

Wenn | gleich einer negativen ganzen Zahl —v ist, so haben wir 

und (E.) ist demnach die mit der unabhängigen Variablen z geschriebene 
Differentialgleichung, der die vten Ableitungen der Integrale der zu (A.) 
adjungirten Differentialgleichung genügen. 

In dem in der Nr. VI erwähnten Falle der Tissoi-Pochhammer^chen 
Differentialgleichung, finden wir die für diese Differentialgleichung schon 
anderweitig bekannten Resultate. 

Um die Werthänderungen der Integrale u von (E.) bei Umläufen 
der unabhängigen Variablen z um die singulären Punkte ai, 02, . . ., a^ zu 
finden, hat man nur die entsprechenden Aenderungen der ^4,«, Z^, wie sie 
in der Nr. V berechnet worden sind, in den Ausdrücken der u anzubringen. 
Für die «,« hatten wir schon in der Nr. VII beiläufig gefunden 

ebenso ergiebt sich, wenn * von t verschieden ist, für die Lage I 

(6^) ö,fi,« = w,«-(i-0^ J/^P«'^ 

und für die Lage II 

(6".) e,u,^ - ^^^^(i-,j Jc!;j^f/H, 

wo die Constanten c^*^ durch die Gleichungen 

m 

(7.) tr.. = JS/:Pw,, 

definirt sind. Dabei ist hervorzuheben, dass man um die Ausdrücke (6'.), 
(6".) herzustellen, nicht alle Coefficienten der „Uebergangssubstitution" (7.) 
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ZU kennen braucht, Bondern nur die a^«;^ 

C^?^ (a = l,2, ..., a^t a«l. 2,..., a^^) 

derselben. 

Gebt man wie in der Nr. VI von der Differentialgleichung nter 
Ordnung 

(8.) ^«(9)=ip*(^)^ = 

aus, so stellen, da ja (vgl- No. VI) die Wfa für « = 1, 2, . . ., n die Ele- 
mente des zu x = ai gehörigen kanonischen Fundamentalsystems der adjun- 
girten Differentialgleichung 

(9.) a;(tt)) = 

sind, die Gleichungen (7.) für a = 1, 2, . . ., «, die zur Differentialgleichung 
(9.) gehörigen Uebergangssubstitutionen dar. Es sind also für a^ii die 

gleich Null. Für ii = 1, d. h. im Falle wo (E.) die Tisaot-Pochhammersche 
Differentialgleichung ist, sind alle a^ gleich Eins und alle Wa gleich dem 
durch Gleichung (7.) Nr. VI (S. 119) erklärten iti; die Gleichungen (5.), 
(6^), (6".) nehmen also die einfache Gestalt an 

beziehungsweise 

In diesen letzteren Gleichungen sind die Fundamentalsubstitutionen der 
Differentialgleichung für die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen Inte- 
grale erster Gattung, wie sie Herr Fuchs aufgestellt hat, ebenso wie die all- 
gemeineren, zu ^66/3chen Integralen mit beliebiger binomischer Irrationalität 
gehörigen, wie sie später von Herrn Broecker gegeben worden sind als 
specielle Fälle enthalten. 

Die Gleichungen (5.) lehren, dass die ii,« (a = 1, 2, . . ., a^ Elemente 
des zu z^Oi gehörigen kanonischen Fundamentalsystems der Differential- 
gleichung (E.) sind. Nehmen wir für ^ die in der Umgebung von o< ge- 
legene Stelle 6, und beschränken zugleich z selbst auf die Umgebung von 
o<, bezeichnen wir femer durch /, die von 6< aus um die Punkte o< und 
s herum gelegte Doppelschleife, so können wir in 

h 
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für Wia seine in der Umgebung von a? = o^ gültige Entwickelang 

IT,« = lcJ.(ar-o,r-■'^ (Tu + O, 
einsetzen und gliedweise integriren. Es ergiebt sich also 

h 

Machen wir nun in die unter dem Summenzeichen stehenden Integrale die 
Substitution 

und beachten, dass in der Bezeichnung von Euler das über die um die 
Punkte und 1 herum gelegte Doppelschleife (0, 1) erstreckte Integral 

ft^-\l-ty-'dt = (l-e''^'^i^^)(l-c'''^>^)ß(p, 9) 
ist, so erhalten wir die Entwickelung 

Wir ersehen hieraus, dass ii^« zum Exponenten (y<a+l gehört; die zum Punkte 
z = ai gehörige determinirende Fundamentalgleichung der Differentialgleichung 
(E.) besitzt folglich die Wurzeln 

Oia+S, (« = 1.2...., «.) 

und da diese Gleichung überdies durch die Zahlen 0, 1, ..., m— a<— 1 be- 
friedigt werden muss, so sind damit die sämmtlichen Lösungen der deter- 
minirenden Fundamentalgleichungen von (E.) bekannt. Im Falle ii = 1 er- 
geben sich so die bereits von Herrn Pochhammer berechneten Werthe. 

Seien Ui^^^i^ ..., Uim die zu den Exponenten 0, 1, . . ., m— «,.— 1 ge- 
hörigen Elemente des zu 2 = a^ gehörigen kanonischen Fundamentalsystems 
und möge 

(10.) «,, = lj^^^U,x (a = 1. 2, .... «) 

die zwischen den Punkten a< und a^ vermittelnde Uebergangssubstitution 
von (E.) bedeuten, so gestatten die Gleichungen (5.) und (6^) beziehungs- 
weise (6".) diejenigen Coefficienten /jf dieser Uebergangssubstitutionen an- 
zugeben, fllr welche 

a = 1, 2, ..., «.; i = 1, 2, ..., «t 
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-4ii8 (10.) folgt nämlich mit Rücksicht auf (5.) 

und indem wir dies mit (6^) beziehungsweise (6".) vergleichen finden wir 

CX 1^) <i-eMV = yif (i-^e*a) 

kzfelumxngsweifte {t Z 1 2, Z\ Z) 

CXi°.) (1-Oc^? = y?r(i-*^u). 

Analog ergiebt sich für die Coefficienten yj^^ der Substitution, die 
Jas za » = (h gehörige kanonische Fundamentalsystem von (B.) durch 
das zn js = a^ gehörige darstellt 

\>ez.\e^iingsweise {tZH Z l]) 

Die Gleichungssysteme (11.) und (12.) liefern eigenthümliche Be- 
ziehungen zwischen den Coefficienten der Uebergangssubstitutionen, wenn 
wir beachten, dass die Substitutionen 

(e^«n (4^) («,^ = 1.2....«) 

^^''^erseits und 

(yin (yiV'O CO, A» 1,2, ...,-) 

andererseits inverse Substitutionen sind. 

Ftlr die Tissot-Pochhammer^che Differentialgleichung, wo « = i = 1 
äu nehmen ist, können wir (vgl. (7.) No. VI) 

setzen; dann ist also z. B. 

^m^w _ ^'(l-^«0(l-^^i) 

beziehungsweise 

^«*)^(*0 - (1— f»i)(l-^fci) 

falls für beide Punkte Oi, aj, gleichzeitig die Lage I beziehungsweise II 
stattfindet. Hat man für den einen dieser Punkte die Lage I, fUr den 
andern die Lage II, so ist 



^"•>> ^'' ^'' "" (l-*^i)(l-***i) 



17^ 
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Für m = 2 wird die Tisaot-PochhammerBche Differentialgleichang mit 
der Differentialgleichang für die Gausa&che Reihe F(a, ß, y, x) identisch, 
wenn wir setzen 

Es ist also in diesem Falle 

(14.) «n = e'^^-'r)V^^^ ^^^ ^ e^nir^^)i-x^ ^ ^ e"^'»«!^ 

und wenn wir 

Uli = Ä^-^F(a+l-y, /?+l-y, 2-y, a), 

nehmen, so findet bei der von Euler gegebenen Darstellung dieser Lösungen 
durch bestimmte Integrale für den Punkt a = die Lage I, fttr den Punkt 
2 = 1 die Lage II Statt. Setzt man 

f^"> P> 7) n(r-a-i)n(y-/?-i) ' 
80 bestehen bekanntlich die Gleichangen 

wo ^(a), ^i(l— a) in der Umgebung von » = beziehungsweise » = 1 
reguläre Functionen bedeuten. Es ist also 

yil*> = AI-«, 1-/?, 2-y), 

y{r> = /(!-«, 1-/?, y-«-/?+l) 
und folglich 

(,,),„) _ n(l-y)/T(y-2)J7(y-«-/g)/7( tt+/g-y-l) 

Wendet man die Relation 

(15.) ni-,)ni,-i) = ^ 

an, so folgt 

-,(12)^(21) ^ 8infi(y--g)8inyi(y~/?) 

^" ^*^ sinfr(l— y)8m7r(y-a— /?) ' 

und das stimmt zu Folge der Gleichungen (14.) mit (13.) für t = 1, & = 2 
ttberein. Man kann also die sich aus den Gleichungen (11.)^ (12.) ergebenden 
Relationen^ gleichsam als eine Verallgemeinerung der Relation (lö.) ansehen. 

Berlin, den 15. Juni 1895. 
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Sur les polynömes de Bernoulli. 

(Extrait d'une lettre adress^e par M. Sonin ä St P^tersbourg ä M. Hermiie ä Paris.) 



Je viens de lire dans le nouveau cahier du Journal fttr Mathematik 
(fc 115, p. 201—208) votre article „Sur la fonction logr(o)" et j'ai eu le 
grand plaiBir d'y rencontrer, comme r^sultat final de vos recherches, une 
formule que j'ai publice en langue russe, au commencement de 1888 dans 
les AnnaleB de rUniversit^ de Varsovie. 

Je d^finis le polynöme de Bernoulli de rang i par T^quation aux diff^- 
renoes finies 

(1.) Vi(x+l)'-(p,(x) = iV-^ 

et la condition 9,(0) = 0. 

En changeant dans (1.) x en —x et ajoutant la nouvelle ^galit^ ä 
Tancienne multipli^e par (—1)' on aura 

(-l)V.(l+x)-y,(-x) = (-.iyy,(a:)-y,(l^x), 

oü le premier membre s'obtient du second par le changement de x en 1+x, 
ce qui conduit n^cessairement ä admettre, vu que (Pi(x) est un polynöme 
entier, 

(~iy9),(x)-9),(l-x) = const. = (-l)»>,(0)-.y,(l) = 0, i > 1, 
ou 

(2.) (p,(l^x) = (-iy</),(ar), y,(l+ 0.) = (- ly^p.C-o:). 

Cette derni^re ^galit^ jointe ä (1.) donne 

(-l)V.(-^)~y.W = <^^^ 
d'oü Ton conclut ais^ment que (Pi(x) a la forme 

mais nous ne profiterons pas de cette remarque dans la suite. 
Si Ton consid^re maintenant Texpression 



K-) = p-2>.(^). 
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oü p est an entier qaelconqae, on remarque toat de soite qne y^(x) est nn 
polynÖme da degr^ t qai satisfait k l'^qaation 

V/(a:+l)-V'(^)=p-^|(p,(-^+l)«y,(^)j =iV- 

et qai, par cons^qaent, ne diff^re de (pi(x) qae par ane constante. On 
aara donc 

(3.) pi-^l'£^l^)-A,(p)\ = 9,(x), 

OÜ la constante Ai(p) se d^termine poar a; = et sera 

Lorsqae t est an nombre impair, cette constante sera ^gale k z^ro en verta 
de r^galit^ (2.). Poar d^terminer AinCp) '^oas ^crivons (3.) ainsi 

et int^grons les deax membres par rapport k a; de jnsqa'k 1. Va qae 



/ v^-iri")^^ "" P / "^ (p2n{x)dx, 



p 
nons arriverons k la formale 



u 

qai d^termine la forme de ^2«»(/') V^^ rapport k p. Qnant k l'int^grale eile 
repr^sente ane constante sp^cifiqae poar les polynömes de BernouUi et qae 
nons d^signerons (— 1)"5« en sorte qae 

/'V2n(x)dx = (-l)-ß. 
et la formale (3.) devient 

On anra donc pour p = 2, en ayant 6gard k (2.): 

y^(|-)+9'.,(^)-2'-'Van(x) = 2(l-2-)(-l)-B., 

d'oü Ton tire 

pour X = 0: <p,,(^) = 2(l-2-'-)(-l)-B., 

pour x = -^: y„(i) = (l+2>-^")(l-2-*")(-l)"ß-. 



(5.) { 
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Ces denx valeurs sont connues: la premi^re est dne k Jacobi, la seconde 
k M. Worpitzky (Stadien über die Bernoullhchen und Euler^chen Zahlen, 
Journal für Mathematik, t 94, p. 220). 
Pour p = 3 on tronve 

y^(|-)+9'^(^)+9',«(^)-3'-*"</'*.(«^) = 3(l-3-'-)(-l)-B. 
et Ton obtient de Ik les denx nouvelles valeurs suivantes: 
pour X = 0: y^Ci) = |(l-3-^-)(-.l)-5., 
pour x = :^: 9>..(i) = i(l+2*-'-+3^-^-"6*-^)(^l)-5.. 

II ne paratt pas possible de faire d'autres d^terminations au moyen de la 
formule (4.) 

En diff^rentiant plusieurs fois V^quation (1.) on trouve 

q>n^+l)-'V>nx) = ,-(i-l)...(<-Ä+l)(i-&)x'-*-^ 

= i(i--l)...(i-Ä+l)(9),_,(a:+l)^9,_,(a:)|, 
d'oü Ton conclut 

9)J*>(x)-t(i-l)...(i-&+l)9?^(a?) = const = (pl'\0). 

Si Ton integre cette ^galit6 par rapport k o; de Q jusqu'k 1 et qu'on 
remarque qu'en vertu de (5.) 

p(p?\x)dx = y(*-^>(l)-y^*-^>(0) = 0, 

on obtient 

^i{i^\)...(i^k+r)f\,,,{x)dx = 9)(*)(0), 



oü Tint^grale s'annule en vertu de (2.) lorsque i—k est impair et sera 
6gale k (— 1)"'JB^ pour t— & = 2m. L'^galit^ donnera par cons^quent 

ce qni condoit ä la repr^sentation saivante de ^<(x): 

oü le demier terme sera —(—1) ^ v^)^»-!^ ^^ ^*® ^^ * impair et 

2 

(-l)"(^'')B._,x^ponr «•=2«. 
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D'apr^s cette d^termiDation la formule 



donnera 

2h+1 2^M>'2 V3>'4^ ^^ ^^ V2«-3>^ 2ii-2 ^ ^^ "^ 
ce qui ne diff&re que par la forme de la relation r^currente qui d^termine 
successivement tous les nombres de Bernoulli B^, Une autre relation ^qui- 
valente donne T^galit^ 



qui se r^duit simplement ä y2«+2(l) = 0, vu que (p2n+\(^) = ^2^^2 ' 

Soft maintenant f(z) un polynöme entier queleonque du ii*^"' degr6. 
En d^veloppant f{y-^h-\'xh)^f{y-\-xh) suivant les puissances de x on aura 



f(y+h+xh)^f(y+xh) = i:\r-'\y+h)--r-'\y)\ 



~n! ' 



(»-!)! 



oü il suffit de remplacer x'~^ par ^'^^ . — 5^^^ pour conclure que la 
difKrence 

est constante par rapport ä a: et ^gale ä f(y) pour a? = 0. Donc 
(6.) Ky + xh) = /•(y)+i|/^--O(y+A)-/-c.-0(y)|A.-iJ[^ 

Nous substituons 1— a: au Heu de x et ajoutons les deux formules, en ayant 
6gard ä (2.), ce qui nous donnera: 



(7.) 



2 ~ 2 



[yj 4tant le plus grand entier conteim dans -|-- 

Les formales (6.) et (7.) penvent 6tre consid^r^es comme relations 
r^carrentes g^ii^rales qui lient entre eox les polynömes de Bemoulli. Ponr 
les d^terrainations speciales du polynöme /"(») on en tire une foule de rela- 
tions particnli^res dont chaeune fournit quelques relations entre les nombres 



af(.-iy = i„(2„_;_,)- 
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de Bernoulli soit en posant x — ^j ^, ^, ^, soit en la divisant par x'^ et 
posant a; = 0, soit enfin en Tint^grant entre les limites et 1. 

On trouve par exemple en posant j^ = 0, A = 1, f(x) = a?''(aj— ly, 

d'oü Ton tire 

pour r=l: x(x—l) = (P2(x)^ 

pour r = 2: x'(x— 1)^ = ^4(^5), 

pour r = 3: aj^(a?-iy = y6(aj)+iy4(ip), 

pour r = 4: x*(j?— 1)* = 9>8(a?)+t9>6(aj), etc. 
On voit par lä que ^2^(0?) se d^veloppe suivant les puissances de 
x(x—l) = (p2(x) et aura la forme 

m «I» 

1 m— 2 

C'est en g^n^ralisant la formule (6.) que je suis parvenu ä la formule 
g^n^rale 

oil 

u 



que Ton d^montre au moyen de l'int^gration par parties de l'expression de 
R^(x, y). En appliquant cette formule g^n^rale ä la fonction f(x) = log r(x)y 
j'ai trouv^ 

logr(y+a:)-.logr(») = a:logy+2:(^iy-^^y^-^+IU(ix, y), 
et j'ai remarqu^ que pour 0<^x^^ on peut ^erire 

Pour a? = ^ j'ai obtenu la formule 
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Laissant de cöt^ les d^veloppements qae j'ai faits de la formale 
g^D^rale dans mon memoire cit^, je me permets de m'arrdter quelques 
moments sur la formule que Ton obtient aussi par rint^gration par parties 
et qui est: 

A(e»+1) = ji+AA«_AA*+...±^A-!(e»-l) 



(8.) 



2 \^ -r-y (*-r 2! 4! ^ " (2k)\ 

Si Ton substitue dans cette identit^ le Sjnmbole hD^ au lieu de h et 
et qu'on multiplie le r^sultat par f(y)^ on aura 

1 ir(y+A)+r(y)( = /'(y+A)-/'(y)+^A*ir(tf+A)-r(!^)i— • 



On comprend bien que cette derni^re formule s'obtient imm^diatement au 
moyen de Tint^gration par parties; mais il me semble interessant de pou- 
voir obtenir cette formule par une Operation symbolique. Nous allons 
maintenant tirer un autre profit de la formule (8.) et nous y poserons 
h = 2rni, r ^tant un nombre entier et ? = —1. Cela nous donnera 

d'oü Ton obtient 

Remarqaons qae 

e^"" 1 , « ^ 

l-e^«»i = -y + yCOtnx 

et qae l'iDt^gration par parties donne 

f Vn(x) (- y + y COtTt x) «'""' dx 

= -j;:^ {e*"'*(<iP,(«)cot7ix)^,-(y,(x)cot7ix),=u} 
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ce qui s'annnle ponr r = oo. On aara donc 

/V,(^)(-y + yC0t7rx)rf(r = -^Jr-, 
et cela donne ponr n = 2m 

ponr n = 2iii+l 

f<p,,n^,(x)cotnxdx = -2(-ir-^±^ Jr-— 

1 /*^ 

= - — y yL+i(aj)log8in7ia?rfx 



U 

St P^tersbourg, le 14 octobre 1895. 

R^ponse de M. Hermite. 

La lettre qne vons m'avez fait rhonnenr de m'adresser m'a int^ress^ 
an plus haut point ainsi qne ce qne j'ai pa saisir de votre memoire aar 
les nombres de BernouUi, qai est ^crit en rasse, et oü il ne m'a 6t6 permis 
de comprendre qa'aa moyen des formales les r^snltats anxqnels vons 6tes 
parvena. Je me suis empress^ d'informer M. Fuchs de mon devoir de recon- 
nattre qae vons aviez ddjä publik les s^ries finies qui repr^sentent avec leurs 
termes compl^mentaires, les quantit^s 

log^^P^ et logr(j, + a:)-logr(y), 

en les tirant comme cons^quence d'un th^or^me g^n^ral de d^veloppement 
des fonctions suivant les polynömes de Bemoulli. Mais nos recherches se 
sont si ^troitement li^es, qu' apr^s vous j'ai aussi obtenu cette formule de 
d^veloppement dont j'ai donn^ communication ä M. Lerch dans le mois 
d'aott demier; voici comment j'y suis arriv^. 

J'ai employ^ d'abord au lieu de vos polynömes (Pn(x)^ la fonetion de 

Jacob Bemoulli Sn(x) = ^*-|-^W ^ ^^j ^gj d^finie par l'^galit^, 

^^•>' ey-l ^ [n] y ' 

18» 
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oü j'ai pos^ [n] = 1.2...n. Soit ensnite symboliquement 

avec la Convention de faire dans la s^rie exponentielle, 

i = -^, ;i« = (-iy-'ß,, ;i«+' = o, 

je remarqae qa'on peat alors ^crire, 

e^ — 1 _ e^»(e*y— 1) 
«"-1 ~ y 

~ y 
d'oü par cons^qaent cette formale 
Gela ^tant, je consid^re l'expression 

ny) = f(iy+x+i)-f(y+i) 

/"(y) d^signant ane fonction qaelconqae, et j'op^re symboliquement comme 
toQt ä l'heare aar X. Le d^veloppement de f(y+i-) donne par saite la s^rie 

i'Euler, on a ainsi 

r(y+l+X)-f(y+X) = r(y); 

cela 6tant, il vient en changeant y exi y+x 

f(y+x+l+X)'^f(iy+x+X) = r(j^+^) 
et en retranchant membre ä membre noas parvenons an moyen de Fex- 
pression de F(y) k la relation 

F(y+1)-F(y) = f\y+x)-f\y). 

Mais en mSme temps ^ "^ devient le polynöme de BemouUi, Se-,(«), 

nouB obtenons done la formale g^n^rale de d^veloppement 

ny+^)-ny) = 2 ^'%%^'^^ su^) <-'. '' ^ •••) 

ou bien si Ton remplace f(y) par f(y) et c par c+1, 

La s^rie ainsi tronv^e se d^montre imm^diatement sans Temploi des sjnnboles. 
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En faisant en effet f(y) = Ae^^, oü ^ et a 8ont des constantes, il vient apr^d 
avoir divis^ par Aef^ij^—V)^ 



6«-l [C] 

ce qai reprodait l'^galit^ (1.). La mSme v^rification a liea ponr ane somme 
d'un nombre qaelconqae de termes, ^e'^+ß^^+-- et par cons^quent pour 
une fonetion qaelconqae. 

Mai8 il s'agit d'avoir cette formale avec an nombre fini de termes; la 
m^thode donn^e par Jacobi dans le c^l^bre memoire de um legiümo for^ 
mulae mmmatoriae Maclaurinianae poar obtenir Texpression da reste de la 
s^rie A^ Euler et de Maclaurin condait facilement aa bat. A cet effet je ferai 
asage d'ane remarqae qai se tire de Tidentit^ 

c«y— 1 e^'^'^—e^ 

ev—l «y— 1 



^y— 1 ey— 1 

Le premier membre ^tant le prodait des s^ries, 

[c] » W ' 

le coefficient de y" est donn^ par la somme 

^ W ' 
en prenant c = 0, 1, 2, . . ., n, on a donc cette relation 
xnx S.(a!+»)-S.(a) _ ^ S,(x)»— ' 

^'^ W ~ [c][n-c] ' 

J'observe encore qae si nons (^galons les termes en y' dans l'ldentit^ 

e^-1 = (e^-l)2^y' 

il vient, 

(3.) - = ^.«^ 



[n] - -[c][n-c] 

mais alors la somme se rapporte aax valears, c = 0, 1, 2, ..., n— 1. 
Soit maintenant avec an nombre fini de termes 

(4.) f(y+x)-r(y) = ^ ^'(y+|)-^'(y) s^(a;)-^, (c=aM .> 

j'emploie en saivant Tanalyse de Jacobi la s6rie de Taylor 

(c = 0, 1,2,..., n) 
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je pose anssi 

Dans cette ^galit^ rentier t prend les valeurs, c+1, c+2, ..., »^ et pour 
f = i}^ on a 

u 

cela ^tant, la relation pr^c^dente devient 

[c][t-c] ^ r«i / w[»— c] ' ^'^^ ^ 

et Ton Yoit imm^diatement qne les termes qai contiennent f(if) se d^tnüsent 
Noas devoDB faire en effet, c = 0, 1, 2, . . ., «—1 dans le second membre, 
la r^daction r^salte par snite de l'^galit^ qai vient d'^tre obtenne, 



= S- 



W ~ [c][i-c] 

L'^qaation (2.) noas donne anssi en changeant s en 1— s, 

S,(a;+l-a)-S,(a) _ Se(x)(l-a) ''-' 
[n] - ^ [c][«-c] ' 

et Ton en conclnt Texpression cherch^e 

Une antre forme da reste s'obtient en d^composant la seconde integrale en 
denx parties, comprises entre les limites et a;, x et 1; cela 6tant, au 
moyen de la relation 

on tronve ainsi 

+/\s,(»)-s,(x+i-i)]r\x-\-i)di. 

X 

Ce sont vos r^snltats, Monsieur, ces formules ne diff^rent pas au fond de 
Celles que vous avez donn^es k la page 29 de votre memoire, lorsqu'on 
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snppose en particnlier A = 1. Les relations dont je viens de faire nsage, vons 
les avez anssi obtenaes, ce sont les ^qnations des pages 13 et 14, 

(11+1)0:" = :Sin+l\<p,{x), 

y,(a?+a)-y,(a) = -rn.y.Cj?)«"-'. 

Mais vons m'avez bien d^pass^ dans les applications qne vons avez faites 
an prodait (Pp{x)(p^{x\ les cons^qaences qne vons en avez tir^es ponr les 
nombres de Bemoulli (page 5), la relation si interessante 

et beaacoap d'antres choses encore. J'attache snrtont an grand prix ä la 
seconde partie de votre memoire oü vons traitez des importantes et dif- 
ficiles qnestions sur la sommation des s^ries. Malhenreasement je n'ai 
gu^re pn la lire, je me troave arrSt^ ä chaqae pas, il ne m'a pas ^t^ 
possible de comprendre le sens d'an certain Symbole qne vons employez 
continaellement 

Cependant ane note de la page 55 ne m'a demand^ aacnn effort, et 
j'ai vn ane fois de plas combien nos recherches ont ^t^ voisines. Comme 

voas j'ai ^tadi^ avec soin la fonction a{x) = -— — 1-^» et aassi 

l'expression -^^ = — o "ve»— n ' ^^ s'ofFre dans la relation, 
logr(a) = {a-\)\oga-a+\ognn-{- f ^^^^dx, 

— OB 

Je d^montre qa'elle atteint son maximam, qai est ^, de la mani^re saivante. 
Changeons poar avoir ane expression plas simple x en 2xy divisons haat 
et bas par e*^ et soit alors 

On proave qae la diff^rence 

qai est nalle poar x = 0, est toajoars negative, aa moyen de la fraction 
continae 






'■^T-H 
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La seconde r^duite ^tant — rr^ , nous avons en effet si Ton sappose x positif 

comme il est permis, car f{x) est une fonction paire, 

e*— g-* 3a? 

e«+c-* -^ aj*+3 ' 
c'est-ä-dire 

3a?(e'+6-')-(aj'+3)(e'-e-') < 0. 

Nous pouvons donc ^erire, f{x) = -j^ avec la condition <; Ä < 1 et de 
lä r^salte Vexpression asymptotiqne pr^cise 

Au point de vne de la sommation des soites je me suis born^ anx formales 
g^n^rales, en premier liea k celle qa'on tire de la relation (4.) en prenant 
la d^riv^e par rapport k x, et rempla^ant ensuite f(y) par f(jy). On 
tronve ainsi 

En voici one aatre qai se tire des polynömes XnQi:) d^finis par l'^galit^ 



«"+1 [«] 

et dont je vais indiqner les propri^t^s les plas simples. Nons avons d'abord 
les relations: 

;f.(*)+;f.(i+a;) = «", 

(.-iTxna-x) = xn(x\ 
2.[s,(^)_S,(^)] = ,.(.). 

On d^montre encore que (— 1)"/2»(^) ^t {IX ®^°* positifs en sappo- 

sant 0<<a:<::l, on a mSme ponr la seconde qaantit^ la condition plus 
large, (2aj— iy<;3. J'indique encore les s6ries, 

(-i)-;fa,(x) = 2r(2«+i)^-g^, 

(d=l,3,5, ...), 
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lorsqu'on a <: x <[ 1. Ces polynömes conduisent k la formale suivante 

et voici la cons^qnence ä en tirer ponr la sommation des s^ries. Soit 

F(x) = /'(x)-/'(x+l)+/'(*+2)— .+(-l)Y(x+p); 
OD obtient l'^galit^ 

+^/'x.(a'-»)''"'(»+»)- -pj- /';t.(x+l-.)F"'(»+»)<l». 

(c = 0, 1,2,.. .,11) 

Elle montre qne les sommes k termes altemativement positifs et n^gatifs 
peuvent s'obtenir directement, an liea de les conclnre de la diff^rence de 
denx antres k termes de mSme signe. 

J'ai anssi consid^r^ des polynömes plus g^n^ranx et analogaes k 
cenx de Bemouüi en employant la fonction 

et le d^veloppement de ^. v saivant les paissances de y. Je les d^signerai 

pour ne pas mnltiplier les notations par ^»(o;), de sorte qa'ils dont d^finis 
par r^galit^ 

Ces polynömes sont da degr6 n en x, ils satisfont k la condition caraet^- 
ristiqne 

et ils conduisent encore k ane formale g^n^rale de d^veloppement en 
s^rie; je vais indiqaer en pea de mots mes r^saltats. 

Soit f{x) ane fonction qaelconqae, et posons poar abr^ger 

Äf{x+d)'^Bf{x^'b)+-'+Lf{x+t) = F{x) 

on a cette expression qai proc^de saivant les polynömes ^n(^) et dont les 
coefficients sont les d^riv^es saccessives de la fonction F(y), k savoir 
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l6 terme compl^mentaire ^tant 

a 

+f'B(p,(b+x-i)r^'(t,+z)di 



b 



+/'L(pXl+x-z)r^\y + z)dz. 



Mais cette formule n'a lieu qu'autant que ^(x) ne s'annule pas avec x, sup- 
posons maintenant que la fonction contienne le factenr af, on posera 

cöo tf,(;y) " ^ [n] y^ 

en d^signant encore par (Pn(x) an polynöme de degr^ n en x qni donne 
lieu aux relations 

A(p^(x+a) + Bv.^^(ix+b)+-^ + Lcp.^(x+r) = ^^^^^ 

A^c(x+a)+B(pc(x+b)'\ \-L(pc(x+r) = 0. (c = o, i, 2, ....#-i) 

Int^grons maintenant s fois de suite par rapport h x, k partir de x = 0, les 
deux membres de F^galit^ (5.), et posons 

0(y) L^ ^ 1 [c-1] J - ^ [n] ^ • 

Le polynöme 0^(x) est du degr6 $+n et contient x' comme facteur; il 
satisfait k la condition 

Ae,(x+a)+Be,(x+b)+'-+Ld,(x+l) = a:» 

et s'exprime au moyen de 9>„(a?) par la formule 

On(x) _ (ps-^n(^) 

[n] [s+n] 

en convenant de supprimer dans le second membre les puissances de x 
dont Texposant est inf^rieur k s. Cela 6tant, on parvient au d^veloppement 
que voiei 

(c = ü, 1, 2,..., n) 
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avec cette expression du reste 





oü Ton a 

et semblablement ponr 5^^ Sc — 

Ces g^n^ralisations, Monsiear, ne me fönt pas perdre de vue les 
belles et importantes applications de la formale sommatoire d'Euler et de 
Maclaurin qae vons avez trait^es dans votre memoire avec nne enti^re 
rignenr; et sans 6tre entr^ jnsqn' ici dans cet ordre de qaestions, je ne 
pais m'empScher de vons exprimer encore tont Tint^r^t qne j'y ai pris. 
En particnlier j'attache an grand prix ä Texpression asymptotiqae pour h 

tr^s petit, de la s^rie -r— + oyk "^ ~3Ä — ' ^^® ^^^® *^®^ donn^e 

sous la forme, -^ ^— oü C est la constante d'Euler. Elle se place k 

c6t^ de Texpression qa'a obtenue M. Schlömilch ponr la s6rie de Lambert, 
et d'aatres semblables s'offriraient encore dans la throne des fonctions 
elliptiqaes. 

Paris, 11. novembre 1895. 

R^ponse de M. Sonin. 

. . . Maintenant je vons demande la permission de continaer mes Com- 
munications sur les polynömes et les nombres de BernouUi. 
En posant 

(~irß.-^ = C„ 

et remarquant que 

19* 
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d'oü 

la relation 

(1.) 



Sonin, sur le» polynöme» de BernouUi. 



2V1/"^4V3/"^ ^ 2« ^2n-l/ ~ 2n+l ' 



(-1)-«. = 



2n+l 



2 ^Vl/ 2 ^3^4^ 



+(-1Y( ^" ) ^"-' 

^•^ ^>' ^2n-3/ 2«-2 ' 
qne j'^tabliB en partant de la d^finition 



et qui n'est que celle de Moivre, devient 

_ l_22n-i_^ ^2n\C, f2n\C, f 2n \ Ci 

^- "" 2fi + l Vl>' 2 VS/ 4 "* V2n~3/2n-2* 

On en conclnt ais^ment que 3.5...(2ii+l)C» est un nombre entier et que 
par cons^quent 3.5...(2ii+l)2ß„ est un nombre entier impair. Donc on 
peut poser 

Pn 



B^ 



2Qn 



Pn et Q^ ^tant deux nombres entiers impairs premiers entre eux et les 
diviseurs premiers de Q^ ne surpassent pas 2n+l. 

Lorsque 2fi+l est un nombre premier^ la diff^rence 

1 



(-l^ßn- 



2«+l 



d'apr^s (1.), n'a pas ce facteur premier au d^nominateur; donc Q^ a le dwiseur 
premier 2n+l au premier degre. Cette simple remarque suffit ä eile seule 
pour faire voir que ni les termes s^par^s du second membre de (1.)) ni 
B^ non plus n'ont au d^nominateur les facteurs premiers contenus dans 
la s^rie 

2»-l, 2» — 3, . . ., jusqu'ä n+\. 

Lorsque ii+ 1 est un nombre premier impair ^ ce qui suppose n = 2m ^ ce 
nombre au premier degrd sera le diviseur de Q^ et c'est de la sorte que la 
diff^rence 

1 



(-l)"ßn 



n+1 



n'aura plus au d^nominateur n+l. En effet on ne trouvera au second 
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membre de (1.) qu'un seul terme ayant ii+l au d^nominateur, h savoir 

1 / 4m \ 

2m(2m+l) V2m-1/' 

oü le premier terme n'a plus 2tn+l an d^nominatear et le second terme 
est ^gal k 

1_ / 4m \ 1 / 4m \ 

2m V2m-1/"^ 2m+l V2m-1/' 



mais OD a 



4m(4i»-l)...(2m+2) = (2fii+l+2m-l)(2m+l+2m~2)...(2m+l + l) 

= (2m-l)!+(2fii+l)E, 
E ^tant an nombre entier; donc on aura 

'^ ^ V2m-1/ 2m "" 2m4-l "^ (2m-l)! 2m V2m~l>' 

- {(-^y^m- 2m+l K2m-1/ 2^^ 

ce qai d^montre la proposition ^nonc^e. 

Lorsqne n est an nombre premier ^gal ä 2fii+l on troavera aa 
second membre de (1.) deux termes qai peuvent avoir n aa d^nominatear, 
k savoir 

'^ ^>' V2m-l/"2m ^ ^>' V4m— 1/ 4m ' 

mais qai n'en ont point, va qae les coefficients entiers de ces termes ont 
le divisear premier n = 2m+l. 

II importe de remarqaer qae, n = 2m + l ^tant premier, — ^ n'en 

aara aa d^nominatear en sorte qae P^ sera divisible par n. En effet toas 

(Af*% I Qv 
2 Xi) V^^^^ obtient pour x = 0, 1, ..., m— 1 ont 

2m-\-l ponr factear, d'oü il Buit qa'aa second membre de (1.) divis^ par 
» = 2m+l il n'y anra qae qaatre termes qai peavent avoir n an d^nomi- 
natenr, notamment 

^4m+3 2 / 2in+l "^ ^ V2m-1/ 2m(2m+l) 

_L r_ n« /'^'"+2\ gm+ i ,_ . y« /4ot +2 \ «2« 

'^'^ ^>' V2m+1/ (2ot+2X2»»+1) ^ ^ W-l^ 4m(2m + l) " 



(2.) 
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Mais, d'apr^s (1.), on a 

^ ^^ »m+i- 2m+3 2 +V 1 ; 2 V 3 >* 4 + ^ ^H 3 >'2m 

m+1 2m+l /2m+2\ g, _r2'»+2^ J_ |/ i^imß 1 \ 

~ 6 2(2m+3) ^ 3 / 4 "^"' V 3 / 2m «^^ '' "■ 2i»+l)' 

oü toas les termeB, except^ le premier, ont le factear premier 2m+l; on 
peut donc ^crire 

^ '' 2m+l ~ 12(2m4-l) ^ (? ' 

^ n'ayant pas de divisear premier 2m+l. 

D'apr^s cela l'expresBion (2.) s'^crira 



4m+2.4m+1...2m+4 [( jn»./? _ 
r2m4-n! «^ ^^ •" 



2 2ot4-1 4m+3 (2m+l)! «^ ^ •" 2m4-l ^ 2m+l 

4w»+2.4ot+1...2ot+2 I 1 1 _P^j 

"^ (2m+2)! I 12 2m+l "^ Q i 



4OT4-2.4w + 1.4m 
6.4m(2m+l) ^~ '^ "*""" l^T ^ 2m+ 



|(- l)""ß,„- 2„+i + 2m+ 1 ! ' 



OÜ 



4«i+2...2»»+4 = 2(2i»4-l)|2i».2f»-1...3+(2f»+l)£;|, 



4ffi+2...2»»+2 = 2(2«i+l)(2m+2){(2m)!+(2i»+l)E,}. 
Donc toas les termes de (2.) qai ont 2m+l an d^nominatenr seront 
11 1.1 1 1 1 n „ „ * j 



2 2m+l 2m+l ^ 6 2w+l ^ 3 2m+l 

Gette remarqoe, dne ä M. Adams, ä l'^gard de la fraction —^ pour 

n premier a de l'importance, va qa'an second membre de (1.) entrent senlement 

les fractions -^ multipli^es par des nombres entiers (g^^.J- 

Je ne vons donnerai pas, Monsieur, de la peine d'aller avec moi 
plus loin dans cette voie qui eonduit d'une mani^re la plus 616inentaire 
au th^or^me de Staudt, et je reviens ä un autre th^or^me d^montr^ dans 
ma lettre, celui de Raabe, que j'^cris ainsi 

(3.) (-i)-ß„p(p--l) = p-gy,„(^)-y,,(x)p, 
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OÜ 



<p^(x) = a.»--„x*->+(22»)B.x*-'-...+(-l)-(J^2)ß._,x*, 



En employant cette expression T^galit^ (3.) devient 
(4.) 



(-l)-ß.p(p'"-l) = £{x+kf'-np'jslix+k-)''-' 



+(2'')^''''£c^+*)""— •+<:-i)"(2")^-«p""S'<*+*)'-'''^-(*> 



p-i 
2 

2 



g(a,+Ä)--_...+(_l).(2")B^y-g 
La m€me expression de 9>2,(tc) donne encore 
'^ix+kf = üV2.(a;+&)+»!r'(aj+ft)*-'-(l'' 

-(-l)"(Y)5._,j'(x+ft)^ 

Mais on a d'apr^s la d^finition de 9>,(x): 

fP2n(x+k) = (p,,(x)+2n\a^-'+(<^+l)''-'+-+(x+k-lf-'\, 
d'oü 

''2:(Pu(x+k)-p<p,,(x) = 2»Ü'(/;-l-*)(x+*)»"-'. 

Ces ^galit^s donnent k (4.) la foime snivante 

lr=0 

(5.) { +(2»-0-?'^=^2'(x+*)---... 

U snffit de poser x ^gal k an nombre entier on ä z^ro ponr conclnre de 
lä que *P vF "" / g^; ^n nombre entier. Ce th^or^me remplace le premier 
de deux th^or^mes de M. lApschitz, que Tillastre savant a d^dait de la con- 
8id^ration du d^veloppement de -^ ^rLi ®* ^^^ consiste en ce que 

"^ r^ est un nombre entier (Joum. f. Math. t. 96, p. 1). 

Pour n premier, p = 2 on retrouve la remarque de M. Adams k 
r^gard de — ^, vu que 
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^2n\ . ^ i/2n\ , /2w\ . . / 2ii 



2--1 = i+f:)+2j(t)+(i")+-+e,)!. 



oü 



/2n\ 2yi.2n— l...fi+l _q ( n-l)!+£fi _^ 2Efi 
Vn/"" n! """^ (fi-1)! ~ ^+ (n-1)! 



et tons les termes entre parenth^ses ont n pour factenr, d'oü il sait que 
2^"— 1 n'est divisible par n que pour it = 3. 

En snpposant 2it+l premier et se rappelant que ce nombre premier 
sera le factenr da d^nominatear de B^, on conclnt que pour p<:2it+li 
p^"— 1 sera divisible par 2it+l, ce qui n'est que le th^or^me de Fermat. 

L'^galit^ (5.) devient pour a? = 0: 



(-irB.pJ^ = (p_i)^_2J?g^ 



2n+] 

H 1 ;^>-i 2;ii:i +(-i)l 2 ^'^-'-^ini 3 — 

Etant d^montr^e ponr p entier, cette ^galit^ singali^re aora Heu ^videmment 
ponr chaqne valenr de p. 

En y remplafant p par — et remarqnant que 

OD trouve une formule interessante. Mais je m'arr^te et ne dirai plus qu'un 
mot k r^gard des polynömes de BemouUi. 
L'^quation de la forme 

peut toujours 6tre remplac^e par celle-ci 



ou encore 



qui donne 



ff{x+e)de = />(Orf«+/"^V«rf«, 



/x /•a-4-J 
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0^ 6tant ane fonction dont la valear reste toajours entre et 1. Posant 
f(^x) = q>n(^\ V^(«) = »»**""*, = 0, on aura 

d'oü, en admettant a?+ö, = y, on obtient 

<Pn(y) = {y-ffyr^f\n(x)dx, 

() 

ffy ^tant compris entre et 1. 
On aura donc 

ip,Xx) = (a:-ÖJ^-+(-l)-ß., 
9>2n^i(^) = {x--e:f-^\ 
Ces formules sont tr^s utiles pour juger de la convergence des s^ries or- 
donn^es saivant les polynömes de BernouUi^ ainsi que poar d'aatres recherches. 
Mais je qaitte d^cid^ment les polynömes de BernouUi poar voas 
entretenir, Monsieur, au sujet de la formule 

dont vous avez eu Tobligeance de me reconnaltre la priorit^. Sous cette 
forme eile ne permet de trouver que le signe et la limite sup^rieure de la 
valear absolue de l'erreur. Mais il est ais^ non seulement d'abaisser la 
limite sup^rieure mais de trouver en möme temps la limite inf^rieure de 
Terreur. Pour atteindre ce but je n'ai qu'k revenir k mon Memoire ^Sur 

F(x) _ ^ publik en 1892 dans les „M^moires de TAcad^mie 

a 

de St. P^tersbourg''*) et que je vous envoie ci-joint. Les ^ditions de 
TAcad^mie de St. P^tersbourg ^tant tr^s peu r^pandues, möme en Russie, 
je me permets d'exposer ici succinetement ma m^thode. 
Consid^rons Tint^grale 

i2(.) = /V(.)^ 
et supposons que la fonction F{x) ne devienne negative entre les limites 
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de rint^grale. On a 

ü ü 

- (- 1)-«-'"+'/ " F(aj)aj*-Vx + (-1)- »-'"+'y " F(x) ^^ • 

U 

x^-\-z>^ ^tant une fonction croissante, , . , une fonction d^croissante de a?, 
on trouve en appliqaant le th^or^me conna de feu Tchebichef 

f" F{x)x'^dxp FQc)x'\x^^'z'') ^^V ^^ 

ü 

U 

d'oü 



J ^^^^-^W 



> 



/ F^x^x^'^dx 



On a encore par le m^me th^or^me: 

»' f^F{x)x''"'^dx f"F{x)x'^-''x} -^^—^ dx 

U * 

< z' f F(x)x'''dx f F{x)x^-'^^, 

ü U 

d'oü, en rempla^ant an second membre 

*^/V(x)x^-^ par rF{x)x^'-^äx-fF(x)^, 



U 

on trouvera ais^ment 



f"^ F{x)x^^dx 



»•+^ 



y" F(ai)x"'dx 



f F(x)«*"-»d« 
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On aara donc d^finitivement : 

ü 

ü ' U 

> Ä > ^ 



/' F(x)a;2«rfaj f^ F(x)x^^-^dx 



J'ai d^duit ce r^sultat anssi simple que commode par Tapplication du th^o- 
r^me de Tchebichef, que j'ai l'habitude de nommer troisi^me th^or^me de 
la moyenne (dans mes le^ons sur Ies integrales d^finies). Mais il est re- 
marqnable qae ce r^snltat pent Stre obtenu aassi par Fapplication de la 
nouvelle forme du reste de la s^rie de Taylor que j'ai publice en 1891 
(voyez page 14 du M^m. cit6 sur l'int^grale . . .). 

F(x)—-— j'ai appliqu^ 

a 

la formule g^n^rale que je viens d'^crire k la d^termination du reste de la 
formule de SHrling; maintenant je vais le faire par rapport au d^veloppement 

Je prend votre formale 

log ^^(^/^ -lloga = f'F,{x)erdx 

__ J_ /^ xg>(x)dx 2 r^ atp(x)dx 
^ H J a'+a:' T J a'+a:' ' 

oii 

V'(a;) = ;J-log[l-2e""cos27i|+e*'"]-|log(l-c"") 
et j'y pose l — \ ponr obtenir: y(x) = 0, 

log-^-iloga = -- y log(^^^)^,^^ 

20* 
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Comme on a 

1 /^i /l+e-*''*^ s,_2. 1-2-*" D 



on txouvera 



">8^^ = +'»«<'+i,(-i)-l^5ST *■""'"' 






(«+l)(2n+l) ""+' a'+Ä ' 
oü 

1 (n+l)(2«+l) 2»«+«-l B,+, ^ 1 >i(2«-l) 2'-^'-l g.^, 

4 (i»+2)(2n+3) 2^«+^— 1 Ä,+i ^ " ^ 4 (n+l)(2» + l) 2*--l B. 

En dösignant 

(Ä+i)(*+l)^ 
par i2t, j'ai calcal^ 

A = 15, i22 = 10,5, . . ., i29 = 9,86963..., i2» =7i* = 9,86960..., 
donc 

4J2.+1 2^-+»-l -^ " ^ 4ß, 2'--l 
Od a, p. ex., poor n = ö: 

3,4 > fi > 2,2. 
St.-P^tersbourg, le 12 d^cembre 1895. 
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Ueber gemeinsame Vielfache linearer 

DiflTerentialausdrücke und lineare Diflferential- 

gleichungen derselben Klasse. 

(Von Herrn Lothar Heffter in Giessen.) 



In den neueren Untersuchungen des Herrn Fuchs*) spielt der zuerst 
von Riemann**) berührte Begriff von linearen Differentialgleichungen, welche 
derselben Klasse angehören, eine wichtige Rolle. Es dürfte deshalb nicht 
ohne Interesse sein zu zeigen, wie dieser Begriff mit dem des gemeinsamen 
Vielfachen zweier linearen Differentialausdrücke auf's Innigste zusammen- 
hängt und wie sich bei dieser Auffassung die ganze Theorie von Differen- 
tialgleichungen derselben Klasse in denkbar einfachster Weise ergiebt 
Nebenbei werden einige Ergebnisse über gemeinsame Theiler zweier linearer 
Differentialausdrücke auftreten, die sich zum Theil mit Resultaten von 
Herrn von Escherich***) berühren. 

I. 

Kleinstes gemeinsames Vielfaches zweier linearen Differentialausdräcke. 

Sind 

P(y)~P(p, y)=p,y+p^y'+...+p^yi^\ 

R(y) = R(r, y) ^ r,y + r,y' + -' + r,y^^^ 

zwei lineare homogene Differentialausdrücke, deren Coefficienten sich bei 
x = rational verhalten, so fragen wir zuerst nach dem kleinsten gemein- 
samen Vielfachen beider, ä. h. nach dem Differentialausdruck niedrigster 
Ordnung, der ebenfalls bei x = sich rational verhaltende Coefficienten hat 



*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie, Dez. 1888 u. flf. 
**) Ges. Werke; Nachlass, S. 361 (1. Ausgabe). 
"**) Denkschriften der Wiener Akademie, Bd. 46 (1883) S. 61 ff. 
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und sowohl durch P wie durch R theilbar ist, 

(1.) Z = SP = QR. 

Um Z, d. h. um die DifferentialausdrUcke S und Q zu finden, bilden wir 
die Identitäten 

r P = Pdf, y), 

P' = P(p', y)+Pip, y'), 

P" = P{p", y)+2P(ip', y')+P(p, y"), 



(2.) 



p(n) ^ 

R = 
R = 



ß(r', y)+fi(r, y'l 



componiren die i»+l ersten mit den zu bestimmenden Coefficienten s^^ «i, ...,«,, 
von S, die v+1 letzten mit den Coefficienten q»^ q^ >•.', q^ von Q und erhalten 
durch Vergleichung der Coefficienten von y, y', ..., y^"^*^^ auf beiden Seiten 
das Gleichungssystem 

«o/>o+«i/>i+-+Jf«pS"^ = q^ru+qA+'-'+qM!'^ 



(3.) 






Dies sind it+y+1 lineare homogene Gleichungen für die n+v+2 Unbe- 
kannten s und 9^ die also stets demgemäss zu bestimmen sind, natürlich 
bis auf einen allen gemeinsamen Factor. Letzteres hat zur Folge, dass 
wenn P und A z. B. in der Normalform bei x = *) angenommen werden, 
etwa auch S sogleich in dieser aufgestellt werden kann, wonach dann Q 
von selbst ebenfalls die Normalform hat 

D(Ms kleinste gemeinsame Vielfache von P und R ist also höchstens f>on 
der Ordnung n+v. 

Man kann sogleich die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür aufstellen, dass die Ordnung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen 



*) Vgl. Frobenius, dieses Journal Bd. 80 (1875) S. 319. 
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von P und Ä kleiner als it+y wird, s^ nämlich wird dann und nur dann 
nach (3.) Null oder willkürlich, wenn die aus den Ooefficienten von (3.) 
nach Streichung der zu s^ gehörigen Colonne zu bildende Determinante 
identisch verschwindet, oder wenn, — da r^=^0 — die Determinante 



(4.) J = 



MM 



0, 0, . . ., p„ 0, 0, 



identisch verschwindet Dieselbe Bedingung erhält man — wie es der Fall 
sein muss — dafür, dass Q von niedrigerer als rter Ordnung ist. 

Es ist leicht, aus dem System (3.) auch die Bedingungen dafür ab- 
zuleiten, dass das kleinste gemeinsame Vielfache von P und R nur (it+v— (7)-ter 
Ordnung ist. Wir beschränken uns hier auf den Ausspruch des Satzes: 

Dann und nur dann, wenn J 5|e 0^ ist das kleinste gemeinsame Vielfache 
von P und R genau von der Ordnung n+v. 

IL 

Gemeinsames Vielfaches und gemeinsamer Theiler zweier linearen Differentialausdrücke. 

Wenn das kleinste gemeinsame Vielfache von P und R niedrigerer 
Ordnung als n+v ist, so ist also in 

SP = QR 

die Ordnung a von S<Zn, die Ordnung v—n+a von (><;v. Seien dann 

yp,i Hp.i • • -7 ÜPy ^^^ Fundamentalsystem von 1^ = 0, 

»5.1 »5,1 • • M K " • -5 = 0, 

Vr^j »Ä.1 • • m »ä, - ■ . Ä = 0, 

»Q.i yQ,i • •, Vdr^^a ' - - Ö = 0, 

Tjx ein Integral von P(y) — yg^, (A=ri. 2,..., «> 

^;^ - - - ß(y) = ffQ;i, (A = l,2,...,v-^) 

80 bilden sowohl 

»All • • M y^n^ »l' • • •? ir—n+ü 



als auch 



ypr-yPyy Vi-'-Va 
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ein FuDdamentalsystem der Gleichung 

Also ist 



f/p^ = ^.l»Ä,+ --+^K«y/?,+ ß,'lSi+- + 5^,v_«+aSi'— 



^09 



WO die A und B Constanten sind. Da v—n+a<Zy, kann man aus je 
r—n+a+1 dieser v Gleichungen die ^ eliminiren und hat dann jedes Mal 
rechts ein Integral von Ä = 0, links ein solches von 1^ = 0, d. h. 

Wenn das kleinste gemeinsame Vielfache von P und R von niedrigerer 
Ordnung ist als n+v, so haben P und R einen gemeinsamen Theiler. 

Die Umkehrung ist evident. Haben P und R den gemeinsamen 
Theiler T, 

P = P,T, RezuR.T, 

wo die Ordnung Vi von Pi < v, die von Äj «j < n, so ist das kleinste 
gemeinsame Vielfache von Pi und Ri höchstens (wi+^i)-ter Ordnung, also 
das von P und Ä höchstens von der Ordnung 

ni+Vi+v—Vi = Ui+v <C n+v. 

Zusammenfassend finden wir also den Satz: 

Haben P und R keinen gemeinsamen Theiler, so ist das kleinste ge- 
meinsame Vielfache von P und R genau von der Ordnung it+v und umgekehrt. 
Haben P und R einen grössten gemeinsamen Theiler von der Ordnung a, so 
ist das kleinste gemeinsame Vielfache beider genau von der Ordnung n+v—o 
und umgekehrt. 

Hiernach und nach dem Satz am Schluss der vorigen Nummer ent- 
scheidet also die Determinante J zugleich über das Vorhandensein oder 
Nichtvorhandensein eines gemeinsamen Theilers von P und A. In dieser 
Bedeutung tritt dieselbe Determinante bei Herrn von Escherich (a. a. O.) auf 
und hat deshalb mit Recht den Namen Resultante der beiden Gleichungen 
P = und Ä = erhalten. Auch ihre Bildung erinnert ja augenscheinlich 
an die Resultante zweier algebraischen Gleichungen. 



*) Vgl. Frobenius, dieses Journal, Bd. 76 (1873) S. 259. 



Heffter, iiber gemeinsame Vielfache linearer Differentialausdrücke. 161 

III. 

Inverse Differentialausdrücke. 

Wir setzen jetzt P und Ä ohne gemeinsamen Theiler voraus, so- 
dass ihre Resultante J nicht identisch Null ist. Dann lässt sich ein Diffe- 
rentialausdrnck (ii--l)-ter Ordnung P^xiy) eindeutig so bestimmen, dass 

(5.) P^,P(y)^y^TR(y), 

wo T (i^— l)-ter Ordnung; denn für die Coefficienten von P^i und T erhalt 
man durch genau analoge Rechnung wie in I. ein nicht homogenes Glei- 
chungssystem, dessen Determinante gerade J ist. Da nach (5.) 

(6.) P-^P(yH) = Vn 

ist, wollen wir P_, den zu P in Bezug auf den Modul R inversen Differenz 
tialausdruck nennen. (Gleichzeitig ist also — T invers zu R mod.P). 
Mit Hülfe von (5.) lässt sich nun aus Gleichung (1.) 

SP -.1 QR 

eine andere Gleichung ableiten, in der R und S ihre Stellung vertauscht 
haben, d. h. bei der R als äusserer, S als innerer Differentialausdruck 
erscheint 

Aus (1.) folgt nämlich zunächst, wenn ys ein Integral von S = 
bedeutet, y^ ciö solches von Ä = 0, 

(7.) pCve) = ys. 

Da P und R ohne gemeinsamen Theiler, erhält man aus (7.) durch jedes 
nicht identisch verschwindende Integral y^ ein nicht identisch verschwindendes 
Integral ys, durch ein Fundamentalsystem, für y^ substituirt, ein Funda- 
mentalsystem von 5 = 0, durch das allgemeine Integral y^ das allgemeine 
Integral yg. Substituirt man daher in (6.) für /^(y^) ys, so hat die Gleichung 

(8.) P-x(ys) = yn 

genau analoge Geltung wie soeben Gleichung (7.) und liefert für jedes 
beliebige nicht verschwindende Integral ys ein nicht verschwindendes 
Integral y^. Daraus folgt, dass die Gleichung P_i = mit S = kein 
Integral gemein hat, dass aber RP^i = durch alle Integrale von S = 
befriedigt wird, oder 

Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 2. 21 
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die Identität, bei der nun R als äusserer, S als innerer Differentialaasdmck 
erscheint nnd S und P_i ohne gemeinsamen Theiler sind. 

Für Q^i ergiebt sich noch eine interessante Beziehung. Es ist nach 
(9.) und (1.) 

also nach (5.) 

(>_,(>Ä(y) ^ R{y+TR(y)) = R(y)+RTR(y). 

oder, wenn man den inneren Differentialausdruck R(y) beiderseits durch 
y ersetzt, 

(10.) Q-rQiy) = y+RT(y), 

d. h. ^_i ist invers zu Q mod.T, wo T der in (5.) auftretende Differential- 
ausdruck ist. 

Wegen der völligen Gleichberechtigung aber, die jetzt zwischen 

Ä, P, Q, S einerseits 
und S, P_ij ^_i, R bezw. andererseits 
erwiesen ist, bestehen noch die Identitäten 

(11.) PP^r(y) ^ y+usdy), 

(12.) QQ^r(y) ^ y+SU(iy), 

d. h. P ist invers zu P_i mod.S und Q invers zu Q^i mod.U, wo U ein 
Differentialausdruck (v— l)-ter Ordnung ist. 

Diese Ergebnisse fassen wir dahin zusammen: 

Sind P und R ohne gemeinsamen Theiler, so bestehen die Identitäten 

(1.) SP=QR und (9.) Q^.S^RP^,, 
wobei S von nter Ordnung, 

(5.) P.,P(y) = y+TR(y), (10.) Q_,Q(y)^y^RT(iy), 

(11.) l'P.,(y) = y+t/S(y), (12.) QQ.r(y) = y+SU(y) 

und die Integrale von S = und R = durch die Gleichungen verknüpft sind 
(7.) P(iyjd = ys md (8.) P_,(y,) = y«. 

IV. 

Differentialgleichungen derselben Klasse. 

Wir nehmen jetzt v^n—l und nennen im Anschluss an die Defi- 
nition von Herrn Fuchs (a. a. 0.) jede Differentialgleichung, welcher der Ausdruck 
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für jedes Integral y^ ton Ä = genügt^ mit R=^0 bei x =^0 iu derselben 
Klasse gehörig*). 

Hiernach gehört die Gleichung S = 0, deren Ausdruck S man bei 
Aufsuchung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von R und P findet, mit 
Ä = zu derselben Klasse. Wenn umgekehrt S = mit Ä = zu der- 
selben Klasse gehört, also durch den Ausdruck yg ^ P^Hr) für jedes Inte- 
gral yji befriedigt wird, so ist SP(y) durch R(y) theilbar, 

SP(y) ^ QRCy), 

SP also wieder gemeinsames Vielfaches von P und R. Man kann daher 
auch sagen : Eine Differentialgleichung 5 = gehört dann und nur dann mit 
der Gleichung nter Ordnung R = zu derselben Klasse, wenn ein Differential- 
ausdruck höchstens («— l)-/er Ordnung P existirty sodass SP durch R theil- 
bar ist. 

Um alle mit /i = zu derselben Klasse gehörigen Gleichungen zu 
finden, hat man also nur P ^(ii--l)-ter Ordnung in jeder möglichen Art 
zu variiren und jedesmal das kleinste gemeinsame Vielfache von P und R 
aufzusuchen, wie es in I. geschehen ist. Es ergeben sich nun unmittelbar 
alle von Herrn Fuchs (a. a. O.) bewiesenen Sätze. 

Wählt man P ohne gemeinsamen Theiler mit R, so wird S nter Ord- 
nung, und man kehrt mittelst des zu P mod.R ineersen Differentialausdruckes. 
P^i ebenso eon S zu R zurück. 

Ist R = bei x^O irreductibel, so haben daher alle Differentialgleichun- 
gen derselben Klasse die Ordnung n. 

Ist R = bei x=^0 reductibel, so kann man P mit gemeinsamem 
Theiler mit R bestimmen, d. h. so giebt es Differentialgleichungen der Klasse, 
die niedrigerer als nter Ordnung sind. 

Geht man von R mittelst P zu iS über und dann von S mittelst Px 

zu T, so hat man 

yj, -^ PiCys)^ ys ^ ^(^ä), 
also 

(13.) yr = PrP(yH)^ 

Reducirt man aber PiP(y) mod./l(y) 

(14.) PxP(y) ^ KR<iy)+P,{y\ 



*) Diese Definition umfasst ofifenbar die JticÄÄSche, bei der die r und p als ratio- 
nale Functionen vorausgesetzt werden, als Specialfall. 

21* 
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WO P2 höchstens (»— l)-ter Ordnung, so ist nach (13.) und (14.) 

(15.) P2(»ä) = Vt, 

d. h. man geht mittelst P2 direct von fl zu T über: 

Gehl man von R zu S mittelst P, von S zu S^ mittelst P^ über, so 
geht man direct von R zu S^ mittelst des aus P und P, zusammengesetzten 
Differentialausdrutkes P^P über^ nachdem dieser mod./? auf die («— l)-te Ord- 
nung reducirt ist. 

Hieraus und nach den beiden vorangehenden Sätzen folgt nun: 

Ist eine Gleichung der Klasse irreductibel, so sind alle Gleichungen der- 
selben Klasse irreductibel. Denn käme man von ihr zu einer reductiblen, 
80 käme man von dieser zu einer Gleichung niedrigerer als itter Ordnung, 
was nach dem ersten jener beiden Sätze ausgeschlossen ist. — Folglich gilt 
auch der Satz: 

Ist eine Gleichung reductibel, so sind alle Gleichungen derselben Klasse 
reductibel oder niedrigerer als nter Ordnung, 

V. 

Die determinirenden Gleichungen Yon Differentialgleichungen derselben Klasse. 

Von Wichtigkeit für die Anwendungen ist endlich die Frage, wie 
man die Wurzeln der determinirenden Gleichung durch Uebergang zu einer 
anderen Differentialgleichung derselben Klasse abändern kann. 

Die Recursionsformeln von P, ß, ^, S bei a: = mögen bezw. 
lauten: 

PkicCk+Phk-iC^-i-^'" = 0, 

qkkOk + qick-iCt,^x+'- = 0, 

Skk0k+9kk-~iCk-v + '- = 0, 

sodass p„„y r^, qkkj % die determinirenden Functionen der betreffenden 
Gleichungen sind und p^-n Pu-2, u. s. w. die bekannte (z. B. aus des 
Verf. „Einl. in die Theorie der lin. Diffgl", Leipzig, Teubner, 1894, S. 12 
zu entnehmende) Bedeutung haben. Hat dann R die Normalform bei a: = 0, 
und ist P diejenige von P, so dass etwa 

P = x'P, 
wo l eine positive oder negative ganze Zahl, giebt man endlich auch Q 
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von vornherein die Normalform, so besteht nach Glmchung (1.) die Relation 

(16«) **+i,M-A-Pu = ^kk^^kk' 

Pu, kann ganz beliebig gewählt werden , also auch so, dass p^ = keine 
Wurzel mit r^ = gemein hat, dass also nach (16.) die Wurzeln von 
Pa = mit denen von ^a = ttbereinstinlmen und folglich die von Sj^x^+i = 
mit denen von r^ = 0, wobei X auch noch disponibel ist. Wir haben daher 
zunächst den Satz: 

Man kann von A = stets zu einer Differentialgleichung derselben 
Klasse S = übergehen, deren zu x^Q gehörige determinirende Gleichung 
Wurzeln hat, die sich von denen der determinirenden Gleichung von R = um 
dieselbe beliebige ganze Zahl (= 0) unterscheiden. 

Aus Formel (7.) folgt überhaupt, dass jeder Wurzel von r^ = eine 
höchstens um eine ganze Zahl verschiedene Wurzel von S/^^ = entspricht. 
Um zu zeigen, dass man auch einzelne Wurzeln von ri^ = durch andere 
bei % = ersetzen kann, nehmen wir R und P in der Normalform an 
und geben auch S und Q sogleich diese Gestalt. Dann bestehen nach (1.) 
die von Herrn Frobenim zuerst aufgestellten Gleichungen*) 

(17.) StiPkk = qkkfkkj 

(18.) «*itP»]b-i+%-iP*-u-i = 9**n*-i+9tifc-ir*_u--i, 

U. 8. W., 

von denen wir aber nur die beiden ersten zu benutzen brauchen. Soll also 
Si^ — eine Wurzel besitzen, die rj,j, = nicht hat, so muss ^« = diese 
Wurzel liefern, p^» = dafür eine Wurzel von fj^ = abnehmen. 

Sei nun q eine i-fache Wurzel von ra = 0, so darf l<C.n an- 
genommen werden, da der Fall X = n schon durch den vorangehenden Satz 
erledigt ist. Wählen wir P von der i-ten Ordnung und Ptt = (A— p)S so 
folgt aus (17.) und (18.) 

nq^ n ^kkPkk-i-njt-i(k-Qy _ ^ ^ ^ „ 

K^^'J Hkk (k—oV ~" 9a-i"*-i*-i"~***-iPik-it-i« 

Für & = p+1 ist nun durch geeignete Bestimmung des noch völlig dispo- 
niblen Pp+,,^ stets zu erreichen, dass der Bruch links von Null verschieden 
ist, ausser wenn gleichzeitig 

(20.) r,-...eH = 0, r,+..» = 0. 

*) Vgl. z. B. des Verf. „Einleitung" S. 187. — Frobenim, dieses Journal Bd. 80, 
(1875) S. 321. 
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Die rechte Seite von (190 ist aber durch (*— p—l)^ theilbar, also abgesehen 
von dem Ansnahmsfall (20.) auch ^^^ und da dieses überhaupt nur >.ten 
Grades ist, so ist 

q,, = Const(*-p-iy, 
also 

(21.) % = C.-^jf^(k--(f-l)\ 

d. h. Man kann von R = stets su einer Differentialgleichung S =^0 derselben 
Klasse übergehen, deren an a? = gehörige determinirende Gleichung s^j, = 
statt der X- fachen Wurzel p der determinirenden Gleichung r^, = eon Ä = die 
Wurzel (i-fl X'fach besitzt , ausser in dem einzigen Fall, wenn q+1 zugleich 
Wurzel von r^ = und r^., = ist. 

Dieser Satz enthält denjenigen des Herrn Fuchs*) und sagt noch 
etwas mehr aus. 

Gi essen, September 1895. 



•) SitzuDgsber. d. Berl. Akad. Nov. 1893. 
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Zur Theorie der algebraischen Functionen. 

(Von Herrn L. Baur in Darmstadt.) 



1. iJie Grundgleichung eines jeden Körpers 12 algebraischer Func- 
tionen der Veränderlichen x kann in die Form 

gesetzt werden, wo /i, /i, ..., f^ ganze rationale Functionen von x sind. 
Die Gesammtheit aller in 12 enthaltenen Functionen, die zugleich algebraisch 
gam sind, möge als das System o bezeichnet werden. Hat man nun n 
Functionen cui, co,, . . ., co^ des Systems o und bedeuten cii, iij, . . ., n« irgend 
welche ganze rationale Functionen von x, so gehört jedenfalls auch die 

Function HiCOi+iiaCOjH h^n^n dem System o an. Soll diese Function durch 

eine Linearfunction algebraisch theilbar sein — diese Untersuchung bildet 
die Hauptaufgabe bei der Aufstellung einer „Basis für o'' — , so muss diese 
Eigenschaft erhalten bleiben , wenn man die ganzen rationalen Functionen 
ti„ «2, ..., fi„ mod. (a?—c) auf ihre constanten Reste Ci, C2, ..., c« reducirt, 
und es muss daher auch die Function 



X — c 



algebraisch ganz sein. Da nun nach dem Dede/Hnd" WeberBchen Hauptsatze 
ttber die Discriminante die Gleichungen 

c' 
(1.) J(a},, ..., a>,_i, CO, co^i, ..., a>,) = -^^-f^^(co„ co^, . . ., coj*) 

(£ = 1.2, ...,») 

bestehen, andererseits aber die Discriminante eines jeden Systems von ganzen 

algebraischen Functionen eine ganze rationale Function von x ist, so er- 

giebt sich unmittelbar die bis jetzt noch nicht allgemein hervorgehobene 

wichtige Folgerung**): 



•) Siehe die Arbeit der Herren Dedekind und Weber, d. J. Bd. 92, S. 190 u. 193. 
•♦) Vgl. übrigens meine Arbeiten in den Math. Ann. Bd. 32, S. 156, Bd. 41, S. 492, 
Bd. 43, S. 508. 
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Eine Function von der Form WiCOi + h^^cüjH htt«tt>« *«»« bloss dann 

durch eine Linearfunction x—c algebraisch theilbar sein, ohne dass alle Coef- 
ficienten Wj, i#2, ..., u„ durch x—c theilbar sind, wenn diese Linearfunction 
ein mehrfacher Factor der Discriminante des Functionensystems tOi, coj? •••, ^n w^- 

2. Gewöhnlich geht man bei der Bestimmung einer Basis für o 
von dem System 1, y, . . ., y"~^ aus, dessen Discriminante abgesehen von 
einem constanten Factor zugleich die Gleichungsdiscriminante ist Be- 
zeichnet man aber durch X^ diejenige ganze rationale Function höchsten 
Grades von x, die eben noch in y* aufgeht, so ist diese Function zu- 
nächst vollkommen bestimmt durch die Bedingung, diejenige ganze Function 
höchsten Grades von x zu sein, welche den Congruenzen 

S(yO = mod.A,, 

s(y^O = mod.-sr;^. 



S(y-) Ez^ mod.^r 
genügt und diese Congruenzen nehmen in jedem concreten Falle unter Benutzung 
der iVetrtoiaschen Formeln eine sehr einfache Gestalt an. Setzt man dann 

SO ist 

und da hiemach die Discriminante des Systems »i, »2? • • ., y» im allge- 
meinen weniger mehrfache Factoren besitzt, wie die Gleichungsdiscriminante, 
so ist es zweckmässiger bei der Lösung der oben genannten Aufgabe von 
diesem Systeme auszugehen. Insbesondere: 

Enthält die Discriminante des Systems »j, »j, . . ., yn bloss einfache 
Linearfactoren, so bildet dieses System selbst eine Basis für o. 

In der That, wendet man die Gleichungen (1.) auf die Functionen 
0^1 = ^1? •••» ^n^^Hn an, so können dieselben unter der jetzigen Voraus- 
setzung bloss dann bestehen, wenn die Constanten Ci, ..., c« alle verschwinden, 

d. h. es kann die ganze Function tii^i+Wa^aH h««»» jetzt nur dann durch 

die beliebige Linearfunction x—c theilbar sein, wenn die sämmtlichen Grössen 
fii, «2, ..., w« den Factor x—c besitzen. Diese Eigenschaft aber charak- 
terisirt das System y^ »2, . . ., y» als eine Basis von 0. 

3. Nachdem Herr Hensel gezeigt hat (Acta math. Bd. 18, S. 315), 
dass der Dedekind- Weber^che Discriminantensatz auch für die von ihm ein- 
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geführten homogenen ganzen algebraischen Formen gilt, ergiebt eine der 
vorigen ähnliche üeberlegung, dass die oben gezogene Folgerung sinn- 
gemäss auch hier bestehen bleibt, und dass demnach bei der Aufsuchung 
eines ^^absoluten Fundamentalsystems^^ von vorn herein ebenfalls bloss die mehr- 
fachen Factoren der Gleichungsdiscriminante^ oder, wenn man unter rj und ?j, be- 
züglich die den Functionen y und Pi entsprechenden homogenen algebraischen, 
durch Si die den Functionen Xf entsprechenden binären Formen von Xi 
und a?2 versteht, bloss die mehrfachen Factoren von ^(i^i, ^2, • • •, Vn) berück- 
sichtigt zu werden brauchen. 

In gleicher Weise folgt, 

dass die Functionen 771, 772, ..., % immer selbst ein absolutes Funda- 
mentalsystem darstellen, sobaid ^(jii^ 7^2, . . ., i?„) nur einfache Linearfactoren 
enthält*). 

Ein Beispiel hierfür bietet die Gleichung 

y^^rx^y+x = /r, 
wo k eine beliebige nicht verschwindende Constante bedeuten soll. Setzt 
man hier 

^ = J- , xly = v, 
so geht dieselbe über in 

rj^ + xlx2^-\'xl(xi-'kx2) = 0, 

und es ist jetzt, wie man sofort sieht, Si = 1, also 772 = V' Ferner ist Z2 zu 
berechnen aus den Congruenzen 

S(i70 = -2a??ar2 =0 (mod.^;), 

S(ri')= 2xUl =0 (mod.5^), 

S(,6) = ^2xUl+Sxl\x,-hx2f = (mod.-S1), 
mithin: 

1?' 



und 



''^^^^ 



^a ri. ^3) = -ir^(l, % ri')^^X2\4.x',+21xl(x,^kx2yU 



so dass thatsächlich, ganz specielle Werthe von k ausgeschlossen, die Dis- 
criminante ^(1, t], 773) bloss einfache Linearfactoren besitzt und die Functionen 
1, 7], 7j^ ein absolutes Fundamentalsystem bilden. Die Dimension von 77 ist 



*) In diesem Falle lassen sich auch die Integranden erster Gattung ohne weiteres 
ganz allgemein angeben, worauf ich demnächst zurückkommen werde. 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 2. 22 
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hier gleich 2, die von 97, also gleich 3, die Gesammtdimension N des ab- 
soluten Fnndamentalsystems gleich 5 und das Geschlecht des vorliegenden 
Körpers um 3—1 = 2 Einheiten niedriger als die Gesammtdimension, also 
p = S. Zu dem nämlichen Resultate führen auch die Betrachtungen von 
Riemann und Clebsch, wenn man berücksichtigt, dass die betrachtete Glei- 
chung eine Curve vierter Ordnung ohne Doppel- und Rttckkehrpunkte darstellt 

Aber auch in jedem anderen Falle wird die Bestimmung eines absoluten 
Fundamentalsystems durch die obige Bemerkung ausserordentlich pereinfachL 

Bringt man z. B. die Gleichung 

y^+3((r+l)'Ka?-l)(33a?- l)-4|y-16(9aj-l) = 

durch die Substitution 

X, ri 

in die Henseh(a\LQ Form 

i7^+3(a:i + ar2)^jari(a;i — aj2)(33ari--a?2)--4ar2lx2i7--16a?2(9a?i--ar2) = 0, 
SO kann die Gleichungsdiscriminante J in die Form 

^ = —^(1, 71, if)^'-'x\(x^-'X2ya^P(x^^ X2) 
gesetzt werden derart, dass die 11 Linearfactoren der binären Form P(a?i, X2) 
sowohl von einander, als auch von Xi^ Xi—Xi und X2 verschieden sind. Ob- 
gleich also die Gleichungsdiscriminante 18 Linearfactoren besitzt, kann doch 

die Function 

w = Ui+U2rj+u^t]'' 

höchstens durch die drei Linearformen 0^2, a?i— a?2, a?2 und — es ist hier, 

wie leicht zu zeigen, ^2 = ^2, also 1/3 = — 7 ^(1? ^^ ^3) = ^i(^i""^2)^a?2'^(^i, X2) 
— die Function 

höchstens noch durch x^ und o^i — ^2 theilbar sein und thatsächlich ist dies 
auch der Fall: die Function 

^ _ -8x\(3x, +x,)-2x,(Sx, -x,)fj+v, 

gehört dem durch die obige Gleichung definirten Gattungsbereiche G(xi^ a?2, rj) 
an. Es enthält dann ^(1, 17,17) = a?2P(xi, 0*2) keine mehrfachen Factoren 
mehr, also stellen die Functionen 1, 17, ^ ein absolutes Fundamentalsystem 
dar, dessen Gesammtdimension iV= 0+3+3 = 6 ist, so dass das Geschlecht 
p den Werth iV— 2 = 4 hat, während die Verzweigungspunkte — hier, wie 
vorhin, lauter einfache — durch die Gleichung X2P(xi^ x^ = geliefert werden. 
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lieber die endlichen Gruppen von Correlationen. 

(Von Herrn S. Kantor in Dover.) 



iJas analytische Resultat von CantiUe Jordam Abhandlung über die 
endlichen Gruppen linearer Substitutionen*) drückt sich geometrisch wie 
folgt aus: 

Theorem. Sämmtliche endlichen Gruppen von CoUineationen der 
Ebene transformiren entweder 1) einen Punkt und eine Gerade oder 2) ein 
Geradentripel oder 3) einen Kegelschnitt oder 4) das syzygetische Büschel 
von Curven dritter Ordnung oder 5) eine Curve vierter Ordnung in sich 
selbst**). 

CoroUar. Jede endliche Gruppe von CoUineationen transformirt ent- 
weder ein Büschel oder ein (etwa auch zerfallendes) Netz von Curven 
dritter Ordnung in sich. 

Auf Grund obigen Theoremes, dessen directe geometrische Herleitung 
noch ihrer Durchführung wartet, lässt sich die sich anknüpfende Theorie 
der endlichen Gruppen von Correlationen relativ einfach erledigen, wie die 
folgenden Theoreme darthun sollen. 

§1. 
Die 2a Wiederholungen oder die Zusammensetzungen von je 2, 4, . . . 
der Correlationen Ä'i, Äj, ... der Gruppe geben CoUineationen, welche eine 
ausgezeichnete Untergruppe der ganzen Transformationsgruppe bilden. Ueber 
diese CoUineationen folgt aus dem Satze von Schröter***): Die CoUineation, 
welche eine Wiederholung einer Correlation bildet, ist eine projective Rota- 

*) Dieses Journal Bd. 84. Vorhergegangen waren Arbeiten der Herren Pepin, Fuchs 
und Klein über die endlichen Gruppen linearer Substitutionen im binären Gebiete. 

•♦) No. 1 liefert den 1., No. 2 den 2. und 3., No. 3 den 4., No. 4 den 5., 6., 7. Typus 
von Herrn Jordan^ No. 5 den von Herrn Klein hinzugefügten Typus (M. A. XIV). 
**♦) Dieses Journal Bd. 77. Hierzu auch Pasch, M. A. XXIII. 

22* 
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tion, d. h. sie verwandelt oo^ Kegelschnitte, welche sich in zwei Pankten 
Ti, T2 berühren, jeden in sich. 

Nothwendige nnd hinreichende Bedingung ftlr die Periodicität der 
Correlation ist die Periodicität einer Wiederholungscollineation. Hieraus folgt: 

Lemma I. Eine Gruppe von Correlationen ist stets und nur endlich, 
wenn die Gruppe der Collineationen, welche sich aus ihnen zusammensetzen, 
endlich ist. 

Die Kegelschnitte des erwähnten Büschels werden durch K selbst 
involutorisch unter einander transformirt und zwar der Kegelschnitt, welcher 
aus der doppelt gezählten Geraden T1T2 besteht, wird in den Kegelschnitt 
STj-fSTa transformirt, wo der Punkt S der Geraden T^Tj doppelt entspricht 
und dieser in T1T2+T1T2. Die beiden Kegelschnittbüschel, welche ST, und 
T^T^ in S, T2 oder ST^ und T^T^ in S, T, berühren, werden involutorisch 
unter einander transformirt. Diese Involution heisse J^. Unter den Kegel- 
schnitten des invarianten Büschels befinden sich zwei invariante Kegelschnitte 
Ci, C2, von denen jeder eine Projectivität H^^ H2 unter seinen Punkten und 
Tangenten trägt, deren Quadrat W eine Projectivität ist, welche einen Be- 
standtheil von K^ bildet. Auch die Incidenzkegelschnitte J, 3, auf welchen 
sich die sich mit Incidenz entsprechenden Punkte und Geraden befinden, 
sind im Büschel enthalten. Die beiden Projectivitäten H^ oder H2 auf C^ 
oder C2 unter den Punkten und den Berührungspunkten der entsprechenden 
Tangenten sind in einer und derselben ebenen CoUineation enthalten. Es 
folgt aus dem Gesagten: 

Lemma II. Jede Correlation lässt sich auf zwei Arten aus einer Polarität 
und einer CoUineation, welche mit einander vertauschbar sind, zusammensetzen*). 

Theorem I. Die Correlation K ist sowohl bestimmt durch die Angabe 
eines der Kegelschnitte C,, C2 und die Projectivität H unter seinen Punkten und 
Tangenten als auch und zwar gleichzeitig mit W"^ durch die Angabe von J und 3. 

Denn man kennt hierdurch sei es die beiden Factor en des Lemma II, 
sei es vier Punkte und die entsprechenden Geraden, wobei aber J, 3 noch 
zweifache Wahl lässt. 

Corollar. Wenn nur IP gegeben ist, giebt es 00^ Correlationen K 
entsprechend den 00^ Paaren von Kegelschnitten, welche als C„ C2 angesehen 
werden können. 



*) Ein ähnliches Theorem gilt auch im Rr. 
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Theorem II. Die Correlaiionen K, welche dieselbe Involution unter den 
Kegelschnitten eines gegebenen Büschels hervorbringen, deren Projectititäten 
auf den C aber eine endliche (cgklische) Gruppe bilden , bilden eine end- 
liche Gruppe. 

Denn die Gruppe der CoUineationen in der Gruppe ist endlich, 
worauf Lemma I in Kraft tritt. Die CoUineationen haben drei feste Doppel- 
punkte S, Ti, T,. 

Theorem III. Wenn von zwei Involutionen J^ unter den Kegelschnitten 
des Büschels ST^T^ die Doppelpaare sich harmonisch trennen, so bilden alle 
Correlaiionen, welche mit jenen Involutionen und über einer Collineation K^ 
construirt werden, welche periodisch ist, eine endliche Gruppe, 

Die beiden J^ setzen sich zu einer dritten Involution zusammen, aber 
über dieser werden nur CoUineationen in der Gruppe erscheinen. Dass die 
Gruppe endlich ist, folgt aus Lemma I, wenn jede Correlation nach Lemma II 
zerlegt wird, weil vier Polaritäten C,, C2, Cl, C2, welche mit T^Ti+T^Ti 
und ST1+ST2 eine Oktaederform im Büschel bilden, eine endliche Gruppe 
zusammensetzen. Die Gruppe ist aber auch die allgemeinste, welche über 
denselben beiden Involutionen J^ construirt werden kann, da jede Gruppe 
vertauschbarer CoUineationen mit drei festen Doppelpunkten als eine cyklische 
Gruppe definirt werden kann. 

Es sei nun unter den Kegelschnitten des Büschels eine Doppel- 
pyramidengruppe festgesetzt, welche T1T2+T1T2 und ST^+STi als die beiden 
Spitzenelemente besitzt. Jede Involution dieser Gruppe, welche um eine 
Nebenaxe (das ist um Ci C2) umklappt, verwende man als J^ und construire 
hierzu die Gruppe des Theoremes II. Als Gruppen der H können ver- 
schiedene Gruppen verwendet werden; hiermit ändert sich nur die Ordnung 
der resultirenden Gruppe. Wie fUr III hat man: 

Theorem IV. Die allgemeinste Gruppe von Correlaiionen, welche ein 
gegebenes invariantes Büschel von Kegelschnitten besitzt, ist die oben erwähnte. 

2. Eine andere Klasse Gruppen hat statt gemeinsamen Tripels 
ST^Tz einen gemeinsamen Kegelschnitt Ci und eine endliche Gruppe von 
Projectivitäten H der Punkte zu den Tangenten. Man könnte daran denken, 
die Gruppe dadurch zu vervollständigen, dass man die Correlationen con- 
struirt, welche die Projectivitäten erst als H^ besitzen. Jedoch entsteht so 
nur dann eine endliche Gruppe, wenn die neuen (Theilungs-) Projectivitäten 
mit der gegebenen CoUineationsgruppe verbunden eine endliche Gruppe 
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bilden. Ist also die CoUiueationsgrappe als vollständig angenommen, so 
ist eine Erweiterung nicht möglich. Daher: 

Theorem V. Die allgemeinste endliche Gruppe von Collineationen, 
icelche einen Kegelschnitt C fest lässt, wird erhalten, indem man unter den 
Punkten eines Kegelschnittes C eine der fünf endlichen binären Gruppen fest- 
setzt und die durch sie bestimmten CoUineationen mit der Polarität nach C zu- 
sammensetzt*). 

Es ist auch nicht möglich, diese Gruppe bei festbleibender, als voll- 
ständig vorausgesetzter Gruppe der K'^ derart zu vervollständigen, dass 
man eine Correlation durch eine Gruppe des Theormes IV ersetzt. Denn 
es entstände eine CoUineation, welche C in einen anderen Kegelschnitt über- 
führte und dennoch mit der gegebenen Gruppe eine endliche Gruppe bilden 
würde, wogegen dieselbe vollständig sein soll. 

§2. 

Es sollen nun alle existirenden Correlationsgruppen aus den existiren- 
den Collineationsgruppen abgeleitet werden. 

Theorem VI. Die allgemeinste Gruppe von Correlationen, welche als 
ausgezeichnete Untergruppe eine Gruppe des ersten Typus von Herrn Jordan 
hat, wird, construirt, indem zu einer projectiven Rotation der Gruppe die Gruppe 
des Theoremes II construirt wird. 

Wird jede Correlation nach Lemma II zerlegt, so werden die Pola- 
ritäten eine Gruppe von CoUineationen zusammensetzen, welche endlich ist, 
wenn die Configurationen der Kegelschnitte C durch die Collineationsgruppe 
in sich selbst übertragen wird. Die coUinearen Bestandtheile aber bilden 
eine endliche Gruppe, weil sie in der gegebenen Collineationsgruppe ent- 
halten sind. 

Theorem VII. Die allgemeinste Gruppe von Correlationen, welche als 
ausgezeichnete Untergruppe eine Gruppe des zweiten Jordanischen Typus be- 
sitzt, wird construirt, indem man mit der Collineationsgruppe eine Gruppe des 
Theoremes IV verbindet. 

Diejenigen CoUineationen, welche T^ mit Tj vertauschen, erscheinen dann 
nicht als K^, sie dienen nur dazu, die Correlationen über ST, Tj unter ein- 
ander zu übertragen und setzen sich mit diesen Correlationen zu Polaritäten zu- 



*) Dieses Theorem gilt analog im Br mit fest bleibender Ml 



r—i-i-l 
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sammeu, welche ST^Ti als gemeinsameB Polardreieck besitzen. Diese 
Polaritäten setzen sich ihrerseits zu einer endlichen Gruppe zusammen, was 
nur dann möglich ist, wenn die Kegelschnitte einen Bestandtheil einer 
cyklischen Configuration bilden*). Da die Polaritäten durch die Collinea- 
tionen unter einander übertragen werden, so kann man statt VII setzen: 

Theorem VIII. Die allgemeinste Gruppe eon Correlationen, deren 
CoUineationen den zweiten Jordanschen Typus zfisammensetzen, wird construirt, 
indem man die Gruppe des Theoremes IV mit irgend einer Polarität zusammen-- 
selzty welche ST1T2 zum Polardreiecke besitzt. 

Wenn der dritte Jorcfansche Typus vollständig ist, dann bilden die 
Doppelpunktstripel der CoUineationen des Index 3, welche vorkommen, eine 
cyklische Configuration von dn^ Punkten mit Bezug auf xyz. Dieselbe 
setzt sich zusammen aus n^ cyklischen Configurationen zu je 9 Punkten 
und zu jeder derselben gehören 9 Kegelschnitte, in Bezug auf welche die drei 
Doppelpunktsdreiecke sich polar reproduciren. Ich behaupte nun zunächst: 

Theorem IX. Man erhält eine zum dritten Typus gehörige endliche 
Gruppe eon Correlationen, indem man XYZ auf aile drei Arten als ST^Ti 
nimmt, jedesmal eine Gruppe IV hinzuconstruirt und diese drei Gruppen zu- 
sammensetzt. 

Zwei Correlationen aus zwei solchen Gruppen liefern eine CoUineation, 
welche XYZ cyklisch vertauscht. Denn wenn für die erste Correlation 
ST1T2 in XYZ, für die zweite in YZX sind, so entsteht durch Zusammen- 
setzung Y in YX in X; X in YZ in Z; Z in XZ in Y. Es entstehen also in 
IX nur weitere CoUineationen des Index 3. Wie die beiden Formeln 
x[ : X2 : 0:3 = kiUi : X2^z • ^^ nnd x[ 1x2 1x3= l[u3 : ^2^ : Xiti, zeigen, genügt die 
Endlichkeit der drei componirenden Gruppen, damit die Gesammtgruppe 
endlich' sei. 

Die in IX entstehenden Gruppen enthalten indessen nur Polaritäten, 
deren Kemkegelschnitte XYZ in uneigentlicher Weise polar reproduciren. 
Es kommen auch keine CoUineationen vor, welche die drei Punkte mit dem 
Iudex 2 vertauschen würden. 



•) Cyklische Configurationen von Kegelschnitten habe ich (Denkschriften der Wiener 
Ak. Bd. XL) so definirt. Es seien in Bezug auf xyz eine cyklische Configuration von n* 
Punkten und eine solche von «' Geraden gegeben. Dann giebt es n' Kegelschnitte, 
welche solche Lage haben, dass jeder der w* Punkte in Bezug auf jeden der w' Kegel- 
schnitte eine der w* Geraden als Polare besitzt. 
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Theorem X. Eine Gruppe von Correlaiionen, welche den drillen Jordan- 
sehen Typus ab ausgezeichnele Unlergruppe hal, wird conslruirt, indem man 
IX mit irgend einer Polarilät zusammenselzl, welche XYZ zum Polardreiecke 
besilzL 

Denn wenn keine PolaritÄt dieser Art vorkommt, so mnss die Gruppe 
nothwendig mit IX übereinstimmen. Die Polaritäten müssen aber durch 
die vorkommenden Collineationen unter einander übertragen werden und da 
jeder zu XYZ conjugirte Kegelschnitt in jeden anderen solchen durch eine 
Collineation übergeführt werden kann, welche X, Y, Z als Doppelpunkte 
besitzt, so erhält man die allgemeinste Gruppe, falls die Collineationen- 
gruppe als vollständig vorausgesetzt wird. Also: 

Theorem XL Die allgemeinsle Gruppe von Correlaiionen, welche den 
drillen Jordanschen Typus enthäll, wird conslruirl, indem man die Polaritäten 
bezüglich einer durch X invarianten cyklischen Configuration von Kegelschnitten 
mit X verbindet. 

Bevor ich zum vierten Typus übergehe, bemerke ich, dass in Herrn 
Jordans Abhandlung die Substitution C lauten muss: 

X ax (\—a)y — 2a(l— a)a| ^\ 

a = 



(l-a)x ay 2ö(l~a)Ä , r + r-»-2 ' 

X y (\-2a)z ^=1 

nur dann transformirt die Gruppe einen Kegelschnitt in sich und zwar: 

z\{\+2ay+4.aa')+x\\+aa{l+a))+y\l+aa{l^^^ 

-2xz{\ + 2a+aa\i+2ä)) = 

mit a = — ^— . 
a^ 

Theorem XII. Die allgemeinsle Gruppe von Correlaiionen, welche den 
vierten Jordanschen Typus enthält, ist die Gruppe V, wenn die Gruppe der 
Projeclivitälen die Ikosaedergrftppe ist 

Alle anderen Gruppen, die aus V entstehen, gehören unter die vor- 
hergehenden. 

Theorem XIII. Die allgemeinsle Gruppe von Correlaiionen, welche den 
fünften, sechsten oder siebenten Jordanschen Typus enthält, ist die Gruppe, 
welche entsteht, wenn die Polaritäten bezüglich jener 36 Kegelschnitte, nach 
welchen die Wendepunktsconfiguralion (das Quadrupel der vier Hesseschen 
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Dreiecke) sich selbst polar ist, mit der CoUineation des fünften, sechsten oder 
siebenten Typus verbunden werden*). 

Diese 36 Kegelschnitte sind wie folgt vertheilt. Jedes Wendedreieck 
wird in je zwei Eckpunkten von drei Kegelschnitten, also insgesammt von 
9 berührt, von welchen jeder einem zweiten Wendedreiecke conjngirt ist 
and die beiden jedesmal übrigen zu einander polaren Dreiecke besitzt Je 
drei Kegelschnitte also, welche ein Wendedreieck in drei verschiedenen Eck- 
punktepaaren berühren, haben ein gemeinsames Polardreieck und ein und 
dasselbe Paar polar conjugirter Dreiecke. Jedoch sind die perspecti vischen 
Zuweisungen der beiden letzteren Dreiecke verschieden für die drei Kegel- 
schnitte. Die Correlationsgruppe muss die vier Wendedreiecke unter ein- 
ander permutiren und kann daher keine anderen Polaritäten als jene 36 
enthalten. Aus dem weiter folgenden, für alle Gruppen geltenden Theoreme XV 
ergiebt sich dann aber die Vollständigkeit Das Lemma II liefert hier 
keinen directen Beweis. 

Theorem XIV. Die allgemeinste Gruppe von CorrelaHonen, welche den 
achten Typus (von Klein) enthält, wird construirt, indem man diese Collinea^ 
tionsgruppe componirt mit den Polaritäten in Bezug auf die zweimal sieben 
Kegelschnitte, welche durch die Gruppe je unter einander transformirt werden**). 

Diese 14 Kegelschnitte sind jeder in Bezug auf die Curve vierter 
Ordnung C»: x\x2-\'x\x^+x\xi = sich selbst polar. Sie sind es auch be- 
züglich einer Curve vierter Klasse r^\ «^«'i+t^tta+wjiia = 0, welche ebenfalls 
durch die Collineationsgruppe in sich transformirt wird. 

Theorem XV. In jeder Correlationengruppe ist die Anzahl der Corre- 
lationen gleich der Anzahl der Collineationen, 

Denn durch Zusammensetzung (HC) irgend einer der Correlationen 
C mit den Collineationen H ensteht die gleiche Anzahl Correlationen, und 
es muss auch jede der Correlationen dieser Art und zwar nur einmal 
entstehen. 



*) Die Unterscheidung des fünften, sechsten, siebenten Typus besteht darin, dass 
resp. eine harmonische C, in sich, ein Paar harmonischer C, unter einander oder über- 
haupt die sechs harmonischen C, unter einander transformirt werden. 

•♦) Cf. Klein, Math. Ann. XIV, XV, XXVIII. Dass die 2.7 Kegelschnitte durch 
Zusammensetzung ihrer Polaritäten die 168 Collineationen liefern, ist dort nicht erwähnt. 
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Untersuchung und asymptotische Darstellung der 

Integrale gewisser Differentialgleichungen bei grossen 

reeUen Werthen des Arguments. 

(Erster Äufisatz.) 
(Von Herrn Ado^ Kneter in Dorpat.) 



§1. 

Allgemeines über Differentialgleichungen der Form y"^ssf{x^y\ deren rechte Seite stets 

dasselbe Zeichen wie y besitzt 

JJurchläuft die unabhängige Variable x alle reellen Werthe, so 
wechselt ein reelles Integral der Differentialgleichung 

d*y 

entweder sein Zeichen ein einziges Mal, während die erste Ableitung stets 
ein und dasselbe Zeichen aufweist, oder es behält ein constantes Zeichen 
überall bei, während die Ableitung höchstens einmal den Werth Null passirt 
Man erkennt fem er leicht, wenn man x und y als rechtwinklige Coor- 
dinaten in der Ebene ansieht, dass durch zwei Punkte im allgemeinen 
eine und nur eine Integralcurve gelegt werden kann. Alle diese aus den 
einfachsten Eigenschaften der Exponentialfunction folgenden Sätze gelten 
auch für weit allgemeinere Differentialgleichungen, wenn man die Variable x 
nicht alle reellen Werthe, sondern ein beliebig begrenztes Continuum durch- 
laufen lässt 

In der Differentialgleichung 

(10 y" = r(^> y) 

Stehe rechts eine Function, welche stets dasselbe Zeichen wie y besitzt; sie 
sei ausserdem endlich und stetig für beliebige Werthe von y, sobald die 
Variable x innerhalb des durch die Ungleichung 

(2.) a < j? < 6 

definirten Intervalls J liegt. Für alle Punkte desselben sei ein stetiges 
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Integral der Differentialgleichung (1.) eindeutig bestimmt, sobald fttr eine 
Stelle des Intervalls die Wertbe von y und y' willkttrlich gegeben sind; 
dazu genttgt es z. B. anzunehmen, dass die Function f stetige erste Ab- 
leitongen besitzt, wenn die Variable x im Innern des Gebietes / liegt. 
Alsdann hat ein stetiges Integral, der Differentialgleichung selbst zufolge, 
eine stetige zweite und demnach eine stetige erste Ableitung. Da femer 
unter den eingeführten Voraussetzungen in dem Bereiche / die Gleichung 

f(x, 0) = 

besteht, so wird die Forderung, dass für irgend einen Werth von x 

!f = y' = 

sei, erfüllt durch ein Integral, welches identisch verschwindet; ein von diesem 
verschiedenes kann also niemals zugleich mit seiner ersten Ableitung ver- 
schwinden. 

Wenn nun für irgend einen der Ungleichung (2.) genügenden Werth 
S die Ungleichungen 

(3.) y>0, y'>0, j,">0 

bestehen, von denen die dritte aus der ersten folgt, so gelten dieselben für 
alle Werthe von x, für welche 

(4.) |^a?<6. 

Zunächst kann nämlich innerhalb des Intervalls / ein Werth fi, der grösser 
als ^ ist, derartig bestimmt werden, dass die Grösse y' positiv bleibt, sobald 

Für dieses Gebiet wächst die Function y mit wachsenden Werthen von 
X, und bleibt demnach positiv auch noch für den Werth a: = li ; die Diffe- 
rentialgleichung (1.) lehrt dann, dass dasselbe von y*' gilt, sodass auch für 
x = Si noch die Ungleichungen (3.) bestehen. Man kann daher von ^i in 
derselben Weise wie von S ausgehend einen derartigen Werth I25 der grösser 
als Si ist, definiren, dass die Ungleichungen (3.) noch bestehen, solange 

li ^ ar < I2, 
u. 8. f. Die Reihe dieser Grössen f , , fa, ... kann sich keiner im Innern 
des Intervalls / gelegenen Grenze 17 annähern; denn bei dieser Annahme 
beständen die Relationen (3.) fttr jeden der Ungleichung 

s^x<:v 

genügenden Werth von x. In diesem Gebiete würde daher die Grösse y' 

23* 
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mit X zugleich beständig wachsen , also auch fUr x=^riy da sie stetig ist, 
noch positiv sein, und dasselbe würde fUr y und j^" gelten. Man könnte 
daher die Reihe der Grössen | noch über 17 hinaus fortsetzen, entgegen der 
Annahme, von der wir ausgingen. Die Ungleichungen (3.) bestehen daher 
für das ganze Intervall (4.). 

Ganz analoge Betrachtungen lassen sich offenbar durchführen, wenn 
für a? = ? 

(5.) y<0, y'<0, y"<0; 

diese Relationen bleiben dann auch für das ganze Intervall (4.) in Kraft 
Ein anderes Verhalten zeigt die Function y, wenn man annimmt, 

für a? = f sei 

(6.) y>0, y'<0, y">0; 

alsdann können die Grössen y und y' für die Werthe der unabhängigen 
Variablen von ? bis b hin von Null verschieden bleiben, oder nicht In 
letzterem Falle kann, wenn man x vom Werthe § aus wachsen lässt, erstens 
die Grösse y eher verschwinden als y'\ geschieht dies für o? = ^0, so behält 
für diesen Werth die Ableitung y^ ihr negatives Zeichen bei; also muss 
die Grösse y von positiven zu negativen Werthen übergehen, und man hat 
für alle von §ü hinreichend wenig verschiedenen Werthe von x, welche 
grösser als lo sind, die Ungleichungen (5.). Diese bleiben dann dem oben 
erhaltenen Resultat zufolge für das ganze Intervall von lo bis b gültig. 
Zweitens aber kann die Grösse y' zuerst verschwinden, etwa für x = ^; 
da für diesen Werth die Grösse y und demnach auch y" von Null verschieden 
bleibt, so muss die Grösse y' ihr Zeichen wechseln, und zwar von negativen 
zu positiven Werthen übergehen. Für diejenigen Werthe von x, welche 
grösser als ^^ und von dieser Grösse hinreichend wenig verschieden sind, 
gelten daher die Ungleichungen (3.) , welche dann wiederum für das ganze 
Intervall von ^* bis b in Kraft bleiben. 

Ganz analoge Entwickelungen lassen sich durchführen, wenn statt 
der Ungleichungen (6.) die Annahme 

(7.) y<0, y'>0, y"<0 

zu Grunde gelegt wird. Einer der vier Fälle (3.), (5.), (6.), (7.) muss sich 
aber, wenn das Integral y nicht identisch verschwindet, in beliebiger Nähe 
der unteren Grenze des Intervalls J verwirklichen; da nun oberhalb eines 
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Werthes, für welchen einer der Fälle (3.) und (5.) eintritt, keine NuUstelle 
der Functionen y und y' im Gebiete / vorhanden ist, auf diese Fälle aber 
die Ungleichungen (6.) und (7.) zurückführen, nachdem eine der Functionen 
y und y' einmal verschwunden ist, so ist folgendes Theorem bewiesen. 

Beschränkt man die reelle Variable x auf ein beliebig gegebenes Inter- 
f)aU J, so sei die Function f(x, y) endlich und stetig für beliebige reelle^ end- 
liche Werthe t>on y und habe mit dieser Grösse stets dasselbe Vorzeichen; sie 
sei femer so beschaffen ^ dass ein reelles stetiges Integral der Differential- 
gleichung 

durch die Werthe, welche ihm und seiner ersten Ableitung an irgend einer 
Stelle des Intervalls J vorgeschrieben werden, für den ganzen Umfang dieses 
Gebietes eindeutig bestimmt ist. Alsdann kann von den Functionen y und y 
innerhalb des Intervalls J höchstens eine verschwinden, und diese nicht mehr 
als einmal. 

§2. 

Der Fall eines nach einer oder beiden Seiten unendlichen Intervalls J, 

In der Argumentation, die soeben zu Ende geführt ist, brauchte an 
keiner Stelle vorausgesetzt zu werden, dass a und b endliche Grössen seien; 
man kann die erste = — oo, die zweite = + oo setzen oder beide Annahmen 
zugleich einführen, ohne dass der Beweis des erhaltenen Theorems zu 
gelten aufhört. 

Reicht das Intervall J von a bis +oo, und verschwindet für a: = a 
keine der Grössen y und y\ so sind für diesen Werth des Arguments vier 
Fälle möglich: 

«) »>0, y'>0; (f) y<0, j,'<0; y) y>0, j,'<0; d) y<0, y'>0. 
Bei den ersten beiden ergiebt sich aus § 1 sofort, dliss die Ungleichungen für 
das ganze Intervall bis + ^ gültig bleiben. Im Falle «) z. B. ist y " eben- 
falls positiv, also wächst die Grösse y^ beständig mit x und nähert sich demnach 
für a: = +<5o einer endlichen oder unendlichen positiven Grenze; daraus folgt 

\\my = +00, 

wobei, wie fortan immer, das Zeichen lim ohne nähere Bezeichnung sich 
auf den Grenzübergang a; = +oo beziehe. Ebenso erhält man ausgehend 
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von der Annahme ß) 

\imy = — oo. 

Auf diese beiden Fälle reduciren sich auch die Ungleichungen y) und d\ 
wenn eine der Grössen y und y' im Intervall / verschwindet; denn ober- 
halb einer solchen Nullstelle hätte man einen der Fälle a) und /9), da die 
verschwindende Grösse ihr Zeichen wechselt. 

Andere Verhältnisse liegen vor, wenn z. B. die Ungleichungen y) für 
das ganze Intervall J gelten. Dann muss, wenn man die Variable x un- 
begrenzt wachsen lässt, die Grösse y sich beständig abnehmend einer end- 
lichen, nicht negativen Grenze annähern. Wäre dieselbe von Null ver- 
schieden, so würde sich auch die zweite Ableitung y" einer positiven Grenze 
annähern, also die erste y' positiv unendlich gross werden, was der Voraus- 
setzung widerspricht. Somit ergiebt sich jetzt 

\imy = 0. 

Da ferner y" ein positiver Werth ist, so muss die Grösse y' beständig zu- 
nehmen; sie kann sich keiner negativen Grenze annähern, da sonst die 
Function y negativ unendlich gross werden müsste. Daraus folgt 

limy' = 0, 

und die beiden letzten Gleichungen ergeben sich offenbar auch aus der An- 
nahme (T), wenn keine der Grössen y und y' ihr Zeichen ändert. Damit 
ist folgendes Resultat bewiesen. 

Erstreckt sich dcis in § 1 definirte Intervall J nach der positiven Seite 
ins Unendliche, so können für x = +oo sswei Fälle eintreten: A) das Integral 
y strebt, beständig wachsend oder beständig abnehmend einem der Gremwerthe 
+ 00 zu; B) das Integral y und seine Ableitung nähern sich der Grenze Null, 
indem die eine dieser Grössen beständig wächst, die andere beständig abnimmt. 

Erstreckte sich das Intervall / von einem endlichen Werth b bis 
— oo, so würden die Fälle «) und ß) einerseits und y) und J) anderer- 
seits, wie man leicht sieht, ihre Eigenschaften vertauschen; bei letzteren 
würde fttr a?= — oo die Grösse y beständig wachsend positiv oder beständig 
abnehmend negativ unendlich gross werden. Bei den Fällen a) und /9) 
hätte man dieselben Möglichkeiten; ausserdem aber könnten die Grössen g 
und y' auch, in gleichem Sinne sich ändernd, fUr a? = — oo unendlich 
klein werden. 
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Setzt man endlich voraus, dass das Intervall / alle reellen Werthe 
von X umfasst, so kann man ans den bisherigen Resultaten folgendes 
gchliessen. Wenn keine der Functionen y und y' je verschwindet, so 
müssen dieselben entweder für a? = +oo unendlich klein und für a? = — c» 
unendlich gross werden, oder umgekehrt. Verschwindet eine der beiden 
Grössen, so wird sie fttr a? = — oo negativ und fttr x^+oo positiv unend- 
lich gross oder umgekehrt; die andere wird dann für a? = ±00 im ersten 
Falle positiv, im zweiten negativ unendlich gross. Hieraus ersieht man, 
dass bei der gewöhnlichen geometrischen Deutung der Grössen x und y 
die Integralcurven der Gleichung 

(1-) y" = n-^, »), 

wenn das Intervall / sich von —00 bis +00 erstreckt, betreffs der Wende- 
punkte, Schnitte mit der Abscissenaxe und unendlichen Aeste, nur solche Er- 
scheinungen darbieten, welche bei den Integralen der Gleichung 

y" = y 

und ihrer geometrischen Darstellung auftreten. Allerdings ist bis jetzt nicht 
gezeigt, dass unter den Integralcurven der Gleichung (1.) solche wirklich 
vorkommen, die sich der Abscissenaxe asymptotisch annähern; es ergiebt 
sich dies aber, nachdem eine neue Voraussetzung eingeführt ist, aus § 3. 

Die einfachen Erwägungen, auf denen die in diesem und dem vorigen 
Paragraphen ausgesprochenen Sätze beruhen, habe ich fttr lineare Diffe- 
rentialgleichungen schon bei einer früheren Gelegenheit angestellt*). 

§3. 

Die Integrale bestimmt durch ihre Werthe an irgend zwei Stellen. 

Genauere Vorstellungen über die Gestalt der die Integrale darstellen- 
den Curven gewinnt man, wenn man voraussetzt, was von jetzt an geschehen 
soll, dass die Function ^(a?, y) bei festgehaltenem Werthe von x mit y zu- 
gleich wachse und abnehme, sobald erstere Grösse innerhalb des beliebig 
definirten Intervalls J liegt, auf welches sie fortan beschränkt bleibt. 

Es seien y und ^ zwei Integrale der Differentialgleichung (1.); ihre 
Werthe sowie diejenigen ihrer Ableitungen für ein bestimmtes Argument 



*) Kneeer, Untersuchungen über die reellen Nullstellen der Integrale linearer 
Differentialgleichungen. Math. Annalen Bd. XLII, S. 413. 
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x=^ Xo mögen durch Anheftung des Index Null bezeichnet werden. Hat 
man nun 

80 ist für alle von Xq hinreichend wenig verschiedenen Werthe von x 

(8.) »-«'>0, 

mithin auch, wenn x>iro, 

(9.) y-«>0. 

Hieraus ergiebt sich zufolge der neu eingeftthrten Voraussetzung 

(10.) K^, y)-Kx, > 0, y""^" > 0. 

Ist dann S ein solcher Werth, dass die Ungleichungen (8.), (9.)» (10.) be- 
stehen, sobald 

xo<:x ^s, 

so sei Si die obere Grenze der Grössen §; wir nehmen an, dieselbe liege 
im Innern des Intervalls /. Die bezeichneten drei Ungleichungen bestehen 
dann sicher, wenn 

(11.) a?o < a? < ^1. 

Da nun im Innern dieses Intervalls der Relation (8.) zufolge die Grösse 
y—& mit X wächst, so hat sie, als stetige Function, auch fttr x = Si einen 
positiven Werth; dasselbe gilt dann von der Differenz 

und demnach auch von y'— »'. Daher würden die drei Ungleichungen (8.), 
(9.), (10.) noch über das Gebiet (11.) hinaus gültig bleiben, entgegen der 
Voraussetzung, dass li die obere Grenze der Werthe ^ sei. Jene Ungleichungen 
gelten somit von o^j bis zur oberen Grenze des Intervalls / heran, und man 
schliesst daraus, dass, wenn x und y rechtwinklige Coordinaten sind, inner- 
halb eines Streifens, der zur Ordinatenaxe parallel ist und auf der Abscissen- 
axe das Intervall / ausschneidet, zwei Integralcurven nicht mehr als einen 
Punkt gemein haben können. Nimmt man speciell für / das Gebiet aller 
reellen Grössen, so erhält man ein auf andere Weise von Picard*) be- 
wiesenes Resultat. 

Etwas schwerer zu beantworten ist die Frage, ob durch zwei Punkte 
des definirten Streifens immer eine Integralcurve gelegt werden kann. Es sei 

(12.) Xo < X, 



*) Picard, Traite d'analyse Bd. III S. 103 (1894). 
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und beide Grössen dem Intervall / angehörig; da nach § 1 voransgesetzt 
wird, dass y durch die Werthe j^o und j^o Air das ganze Gebiet / als stetige 
Function eindeutig definirt ist, so nimmt sie für x = Xi einen durch t/o und 
yli bestimmten endlichen Werth yi an. Ist dann y^ zunächst eine feste, nicht 
negative Grösse 

(13.) yo ^ 0, 

während y,', variirt, so können die Werthe yi keine endliche obere Grenze 
haben; denn wäre ij eine solche, so nehmen wir an 

Da nun y der Ungleichung (13.) zufolge in der Nähe des Werthes o^o positiv 
ist, sobald a;>>j?o, so hat man die Ungleichungen 

y>0, y'>0, y">0 
nach § 1 für das ganze Gebiet von jj,, bis zur oberen Grenze des Inter- 
valls J; mithin wächst die Grösse y' beständig mit wachsenden Wertheu 
von x^ und es ist für das bezeichnete Gebiet, also speciell auch bis zum 
Werthe Xj hin 

(14.) y'>y;>^^. 

Andererseits kann man setzen 

wenn x^ einen Werth des Intervalls von Xy bis x^ bedeutet. Hieraus folgt 
mit Rücksicht auf (14.) 

X,^X, = ^" -^ X^^X^ ' 

also nach (12.) 

was der Definition der Grösse rj widerspricht. In der That also giebt es 
unter der Annahme (13.) beliebig grosse Werthe y^. 

Aehnlich kann man zeigen, dass fUr yo = keine endliche untere 
Grenze der Werthe yi vorhanden sein kann. Denn wäre ^ eine solche, so 
setze man 

yo<:o, y;,<-4^; 

alsdann hat man, wenn die Differenz x—Xo hinreichend klein und positiv ist, 

y<0, y'<0, »''<0, 
und diese Ungleichungen bestehen dann nach § 1 bis zur oberen Grenze 
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des Gebietes J hin. Jedenfalls folgt fQr das Intervall von a^ bis Xi hin, 
einschliesslich des letzteren Werthes 

also, wenn man integrirt, 

»i-»o<»o(a?i-^ü) 

oder, da j^,, = 0, 

was wiederum der Definition der Grösse X> widerspricht. 

Beachten wir jetzt die Thatsache, dass yi als stetige Function von 
y\y angesehen werden kann. Man schliesst nämlich z. B. aus dem von Picard*) 
gegebenen Beweise für die Existenz der Integrale einer Differentialgleichung, 
welcher auf einer Reihe successive eingeführter Approximationen beruht, 
dass jedenfalls für eine gewisse Umgebung des Werthes o:,, das Integral y 
dargestellt werden kann als eine gleichmässig convergente Reihe stetiger 
Functionen von y^ und j^u; eine von der Wahl dieser Grössen unabhängige 
geometrische Progression convergirt stärker als jene Reihe. Hieraus folgt 
zunächst, dass der Werth von y für irgend einen der Umgebung von Xq an- 
gehörigen Werth von x eine stetige Function von yo ist. Da nun in der 
Nähe jedes dem Intervall J angehörenden Werthes von Xo ein ähnliches 
Gebiet abgegrenzt werden kann, innerhalb dessen die Grösse y sich mit 
yli stetig ändert, so schliesst man leicht, dass auch für ein beliebiges Gebiet, 
innerhalb dessen die für das Intervall J vorausgesetzten Eigenschaften der 
Differentialgleichung nicht verloren gehen, der in jedem einzelnen Punkte 
vorhandene Werth von y als stetige Function von yo angesehen werden 
kann. Für den Fall, dass die Function f(x, y) analytisch ist und sich 
regulär verhält, habe ich diese Verhältnisse bei einer anderen Untersuchung 
erörtert**). 

Für den Anfangswerth y,, = ergiebt nun die Annahme yi = das 
Integral y = 0; die Grösse yi kann also, wenn y,', sich stetig ändert, von 
Null ausgehend, beliebig gross und beliebig klein werden, also jeden reellen 
Werth erreichen. Dabei kann auch die in der Ungleichung (12.) liegende 
Beschränkung aufgehoben werden. Setzt man nämlich 

tl ^^ iC()~f~ ü?! """ üTj 



*) Picard, Traite d'analyse Bd. II. S. 301. 

**) Kneser, Studien über die Bewegungsvorgänge in der Nähe einer Lage labilen 
Gleichgewichts, dieses Journal Bd. 115 S. 314. 
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sodass man die Differentialgleichung 

(150 -^ = K^v+x^-u, y) 

erhält, so hat man fttr 

die entsprechenden Werthe 

(16.) fi = iFi, w = a:o, 

und die vorher erwähnten, dem Anfangswerth j^o = entsprechenden Integrale 
y verschwinden für ii = ari, während sie für fi = a?ü beliebige Werthe an- 
nehmen können. Da nun die Differentialgleichung (lö.) in dem Intervall 
zwischen den Werthen (16.) diejenigen Eigenschaften besitzt, welche wir 
bei der Differentialgleichung (1.) benutzt haben, und ebenso allgemein ist 
wie diese, so folgt, dass man in unseren Betrachtungen auch 

annehmen darf. Berücksichtigt man noch, dass, wie gezeigt, zwei Integral- 
curven nicht zwei Punkte gemein haben können, so erhält man folgen- 
den Satz. 

Jeder Punkt des zur y~Axe parallelen Streifens, welcher auf der x-Axe 
das IntenDall J ausschneidet, kann mit jedem dem letzteren angehörigen Punkte 
der x-Axe durch eine und nur eine Integralcuree verbunden werden, wenn die 
Grössen y und f(x, y) sich stets in demselben Sinne ändern, sobald man x 
im Intervalle J fixirt hat, im übrigen aber die Voraussetzungen des § 1 gelten. 

Auf Grund dieses Resultates kann nun gezeigt werden, dass auch für 
positive Werthe von y^^ wenn man die Grösse y'o variiren lässt, eine end- 
liche untere Grenze der Werthe yi nicht existirt. Man lege eine Integral- 
curve durch die Punkte (a?,„ j^„) und (ajj, 0), wobei die Ungleichung 

Xi) <Z^ X2 <^ ^1 

bestehe; die fttr das Argument X2 gebildeten Grössen mögen den Index 2 
erhalten. Wird dann die Differenz 0:2— a?ü unendlich klein, so wächst, wie 
wir zeigen wollen, die Grösse |yi| über alle Grenzen. Durchläuft nämlich 
die Variable y das Intervall von Null bis y^, während man für x beliebige 
Werthe zwischen a^o und Xi nimmt, so hat der absolute Betrag der Function 
f(x, y) eine endliche obere Grenze g, sodass fttr die angegebenen Argumente 

\nx,y)\^g. 

24* 
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Nimmt man daher an 

80 hat man, wenn immer y'y der für x — x^ erhaltene Werth von y' ist, 



J''y''dx = f''f{x, y)dx = yl-»i. 



Nun nimmt j^ niemals zu, wenn man x von Xu bis o^^ wachsen lässt, da 
diese Strecke ausser a?2 nach § 1 keine Nullstelle der Grössen y und y' ent- 
hält; also folgt 

(17.) |»i-»3| ^ fl'Ca^^-a^j) < g^x^—x^. 

Andererseits besteht die Gleichung 

mit der Relation 

Xy) ^i:; X^ ^::r X2''i 

also giebt es, wenn man die Differenz Xj— oto hinreichend klein annimmt, 
in dem Intervall von x^ bis x^ Werthe von y\ welche negativ und dem 
absoluten Betrage nach beliebig gross sind. Alle Werthe von y* in diesem 
Intervall unterscheiden sich aber von einander nach (17.) nur um Grössen, 
welche dem absoluten Betrage nach kleiner sind als das von X2 unabhängige 
Product ^(a?i— Xu); somit sind die Grössen yl und ^2 unterhalb einer be- 
liebigen negativen Grenze gelegen, wenn man den Werth X2 von ar«, hin- 
reichend wenig abweichen lässt. 

Ueberschreitet nun die Variable x den Werth Xj, so sind die 
Grössen y und y' zunächst beide negativ, bleiben es also nach § 1 bis zu 
dem Werthe x^ hin, und die Grösse y' nimmt beständig ab. Daraus folgt 

f'y'dx <i J''y\dx, 

y\{xy^—x^ 



oder 




oder, da yj = 0, 


yi-»2< 




y. 




x.-o:, 



»2. 

Da nun der Nenner der linken Seite sich der von Null verschiedenen Grenze 
Xx—Xy^ nähert, wenn man x^ und Xu zusammenrücken lässt, so folgt, dass 
bei hinreichend geringer Differenz dieser Grössen der Werth y^ unter jede 
negative Grenze herabsinkt. Da ferner gezeigt worden ist, dass keine end- 
liche obere Grenze von y^ vorhanden ist, so durchläuft diese Grösse alle reellen 
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Werthe, wenn man einen positiven Werth von yo festhält und die Grösse 
jfo variiren lässt; und dieses Resultat bleibt offenbar, ebenso wie das auf 
den Fall y^ = bezügliche, gültig auch unter der Annahme x^ <C Xq. 
Setzt man endlich noch 

80 erhält die Differentialgleichung (1.) die Form 

ir" = g(x, w\ 

und die Function g hat die für f vorausgesetzten Eigenschaften; es kann 
also auch die Beschränkung auf positive Werthe j^o fallen, und man erhält 
schliesslich folgenden allgemeinen Satz. 

Unter den eingeführten Voraussetzungen können irgend zwei Punkte, 
deren Absdssen verschieden sind und dem Intervall J angehören, stets durch 
eine und nur eine Integralcurve unserer Differentialgleichung verbunden werden. 

Für den Fall, dass die Differenz der Abscissen beider Punkte eine 
gevrisse Grenze nicht übersteigt, ist dieses Resultat von Picard bewiesen 
worden, indem das gesuchte Integral durch stufenweise fortschreitende 
Approximationen dargestellt wird, und zwar für Differentialgleichungen der 
allgemeineren Form 

y" = f(^> y. y'). 

Die bezeichnete einschränkende Voraussetzung lässt es aber zweifelhaft er- 
scheinen, ob der soeben aufgestellte Satz in seinem vollen Umfange aus den 
interessanten Entwickelungen von Picard abgeleitet werden kann*). 

Nach diesen Vorbereitungen gelangen wir nunmehr zu einem Angel- 
punkt unserer Untersuchung, dem Nachweis, dass der Fall (B.) des § 2 bei 
gewissen Integralen wirklich eintritt, wenn + oo die obere Grenze des Inter- 
valls J ist. Wir können nach dem obigen Satze ein Integral y bilden, 
welches für x — x^^ den positiven Werth j^o annimmt, und ausserdem für 
einen beliebigen Werth x, der grösser als a?ü ist, verschwindet. Setzt man 
speciell x = Xx^ so sei das construirte Integral ä. Wenn dann die Differenz 



♦) Picard, Traite d'analyse (1894) Bd. III S. 94 ff. In der dort gebrauchten Be- 
zeichnung ist unter unseren Voraussetzungen anzunehmen 

L = L' = +oo, /? = 0; 
die Unlgeichungen (4.) und (5.) (S. 96) sind daher von selbst erfüllt, während die Un- 
gleichung (6.) (S. 97), in welcher b die Differenz der Abscissen der zu verbindenden 
Punkte bedeutet, eine Einschränkung involvirt. 
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x—Xq hinreichend klein ist, so ist, wie gezeigt, yi eine dem absoluten Be- 
trage nach beliebig grosse negative Grösse, sodass man jedenfalls die 
Annahme 

(18.) yi < ai 

machen kann. Da nun der Werth von y für jeden einzelnen Argament- 
werth eine stetige Function von yi ist, also bei hinreichend kleiner Aende- 
rung dieser Grösse sein Zeichen behält, wenn er nicht verschwindet, so 
folgt, dass auch die einzige Nnllstelle der Function y, d. h. der Werth x 
sich mit yi zugleich stetig ändert. Bei stetigem Wachsthum der Grösse x 
kann daher die Ungleichung (18.) nur aufhören zu bestehen, wenn einmal 
yl^ = ssl wird. Das ist, da die Function ss nicht mehr als einmal verschwindet, 
unmöglich, so lange x<Cxi'^ unter dieser Voraussetzung bleibt also die 
Relation (18.) gültig. Da nun Xi als ein beliebiger specieller Werth von 
X anzusehen ist, kann man auch sagen, dass die Grössen yl und x sich in 
gleichem Sinne ändern, wenn man letztere von Xo aus wachsen lässt. 
Nähert sie sich der oberen Grenze des Gebiets J, so strebt daher die Grösse 
j^n wachsend einer bestimmten Grenze wlj zu. Diese hat einen endlichen 
Werth, da sie nicht positiv sein kann; denn wäre sie positiv, so gäbe es 
positive Werthe von yi, für welche das zugehörige Integral y eine Null- 
stelle X besässe, was, da auch y^ eine positive Grösse ist, dem Theorem 
des § 1 widerspricht. 

Das Integral w nun, dessen Anfangswerth für x=^Xü wiederum j^o? 
dessen Ableitung fUr diese Stelle ir/j ist, muss den Fall § 2 (B.) darbieten, 
wenn das Intervall / sich ins positiv Unendliche erstreckt Denn zunächst 
verschwindet die Grösse w nicht fttr a? > a?ü? da sie sonst das zu einem be- 
stimmten Werth von x gehörende Integral wäre; im Falle § 2 (A.) hätte 

man also 

limii? = +0C. 

Fasst man nun einen Werth x ins Auge, für welchen w > j^o» so hat ftir 
diesen jedes Integral y, welches für a? = a?u den Anfangswerth y^ hat, einen 
ebenfalls die Grösse j^o übersteigenden Werth, sobald die Differenz yl)—wli 
hinreichend klein ist; denn der Werth des Integrals an einer bestimmten 
Stelle ändert sich mit yl stetig. Dann wäre die Grösse y' oberhalb des Argu- 
ments Xo streckenweise positiv; wenn aber die Differenz yi—wi negativ ist, 
also die Function y eine Nullstelle x besitzt, so ist an dieser die Ableitung y' 
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negativ. Man hätte also in dem Gebiete / mindestens zwei Nnllstellen der 
Functionen y und y' zusammengenommen, was nach § 1 unmöglich ist. 
Damit ist gezeigt , dass das Integral w nicht den Fall (A.) sondern den 
Fall (B.) des § 2 darbietet; d. h. 

Unter den eingeführten Voraussetzungen, und wenn das Intervall J nach 
oben hin unbegrenzt ist, giebt es Integrale der Differentialgleichung 

y" = n^, y), 

welche für x^+oo ebenso wie ihre ersten Ableitungen dem Grenzwerth Null 
zustreben. 

Sind w und v zwei solcher Integrale und ist etwa 

80 folgt zunächst, wenn man x vom Werthe x^ aus wachsen lässt 

Die Differenz w'—v' wächst also auch zunächst und kann im Innern des 
Intervalls J nie zn wachsen aufhören, wie die zu Anfang dieses Paragraphen 
gegebene Deduction lehrt; also wächst auch die Differenz w—e beständig 
und kann keinesfalls fUr x=^+oo unendlich klein werden. Das widerspricht 
der Annahme, dass beide Functionen w und € unendlich klein werden, so- 
dass man sieht: Zwei Integrale, welche den Fall § 2 (B.) darbieten, sind 
identisch, wenn sie an einer Stelle im Innern > des Gebietes J gleich sind. 

§4. 

Die linearen Gleichungen, welche unter den betrachteten enthalten sind. 

Unter die betrachteten Differentialgleichungen fällt die lineare 
(19.) »" = yf(xl 

wenn man annimmt, dass fttr ein bei j5 = +oo endigendes Intervall J, also 
für grosse positive Werthe von x, die Function f(x) stetig und positiv sei, 
und eine stetige erste Ableitung besitze. Dann hat erstens die rechte Seite, 
wenn man x festhält, Vorzeichen und Sinn der Aenderung mit y gemein. 
Zweitens ist ein Integral fUr das ganze Intervall /, wenn x^ irgend eine 
Stelle desselben bedeutet, durch die Werthe j^o und j^i als stetige Function 
eindeutig bestimmt. Denn zunächst gilt dies für ein gewisses, Xi) enthaltendes 
Gebiet /o, auf welches demnach der Satz des § 1 angewendet werden kann. 
Wäre f die obere Grenze von J,„ so würden y und y\ wenn man x gegen 
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S coDvergiren lässt, nicht mehr als einmal verschwinden, sich also bestimmten 
endlichen oder unendlichen Grenzen annähern, und schliesslich einen festen 
Sinn der Aenderung beibehalten. Würde dann y unendlich gross, so lehrte 
die aus (19.) folgende Gleichung 

(19-.) y'^-^yl? = 2/'yy'f(x)dx = Wf{x)l- f yr{T)dx, 

dass der Quotient y '.y, mithin auch sein Integral logjf endlich bliebe, was 
unmöglich ist. Somit nähert sich y, wenn lima; = ^, einer endlichen Grenze i?; 
der Gleichung (19.) zufolge hat dann auch y' einen endlichen Grenzwerth i?'. 
Das Integral, welches fUr a: = | nebst seiner Ableitung die Werthe rj bezw. 
ri annimmt, liefert dann eine stetige Fortsetzung des Integrals y über das 
Gebiet Jo hinaus. Dass endlich y ftlr das ganze Intervall J durch die 
Werthe y und y* eindeutig bestimmt ist, folgt leicht aus der linearen Form 
der Gleichung (19.). Für diese gelten also die Sätze des § 3; z. B. folgt: 

Unter den eingeführten Voraussetzungen unterscheiden sich alle Integrale 
der Gleichung (19.), die für x == +oo den Grenzwerth Null haben, eon einander 
um constante Factoren, und es giebt solche Integrale. 

Da weiter jedes Integral der Gleichung (19.) nebst seiner Ableitung 
für alle hinreichend grossen Werthe von x nach § 1 constanten Zeichens 
ist, so folgt aus (19*.): 

(20.) y'-u'.' = fM(f~yfd, 

wobei man hat 

Xti ^ X,^ ^ X, 

sobald die Grössen xo und x eine gewisse Grenze überschritten haben. 
Jetzt werde speciell angenommen 

f(x) = a' + (f(x\ 
wobei a eine positive Grösse sei und für x = +oc 

\im(p(x) = 0. 

Bezeichnet man dann allgemein durch tfj(u) den grössten absoluten Betrag, 
den die Function (p(x) für die Werthe x _^u annimmt^ so ist 

\\mxp(x) = 0, 

und aus der Gleichung (20.) folgt 



(21.) 



1 .v'*-y'.' 1 : ^ v(xj 



«' y'-yl 



-H < 
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oder auch 
(22.) 






< 



^M 



Jetzt sei zunächst y ein Integral der Klasse § 2 (A.), welches also 
für a: = 4-cx) unendlich gross wird, und fllr grosse Werthe von x mit seiner 
ersten Ableitung gleichen Zeichens ist. Hält man dann die Grösse Xq fest, 
während x unbegrenzt wächst, so werden die Quotienten yo : y und y'o : y 
80 klein wie man will, und die Relation (22.) giebt 



l(j!Ly+j-i|<-^^|i-(i^yi, 

I ^ öy ^ = a* I ^ y ^ I ' 



wobei 

mithin, sobald \y\ 
(23.) 



limJ = 0, 



\y»l 



\\ay y 






Wenn nun die positive Grösse 17 beliebig klein gegeben ist, so kann man 
zunächst Xu so fixiren, dass 

sobald die Grösse x eine gewisse Grenze überschritten hat, ist dann 

(24.) t, > \d\. 

Die Ungleichung (23.) ergiebt aber 

daraus folgt, falls 

(25-) |(^)'-l!>l'^l' 

die Ungleichung 



oy 



(^)-i|-l*IS|(:i^)-i+<' 



also mit Rücksicht auf (24.) 



i(i)"-'i<^'. 



und das gilt offenbar auch dann, wenn die Annahme (25.) nicht erfüllt ist 
Da nun fttr grosse Werthe von x beide Grössen y und y' positiv oder beide 
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negativ sind, so folgt 

lim|(-^y-l|=0, lim^ = a, 
oder 

(26.) ^^a+a, lima = 0. 

Setzt man ferner 

y = se^, 
so ist offenbar s ftlr hinreichend grosse Werthe von x eine von Nnll ver- 
schiedene Grösse und man hat die Gleichung 

a = 

s 

Combinirt man nun die Differentialgleichung (19.) mit der Identität 

indem man erstere mit e"^, letztere mit y multiplicirt und subtrahirt, so er- 
giebt sich 

^{e<-y'^ae^y] = ye-y(x), 
oder 

und hieraas folgt 

Führen wir also die neue Annahme ein, dass die Function ip{x) oberhalb 
einer gewissen positiven Grenze ein constantes Zeichen habe, so wird fBr 
hinreichend grosse Werthe von x die Function ^^ entweder beständig 
wachsen oder beständig abnehmen bei wachsenden Werthen von a?, sie 
wird also jedenfalls oberhalb einer gewissen Grenze ihr Zeichen nicht mehr 
wechseln, und dasselbe gilt von «' und Oy da die Grösse e fUr hinreichend 
grosse Werthe von x ihr Zeichen stets beibehält. 
Nun ist offenbar 

''' = ;^(f)=-f-(f)'=--+^w-(«+'')'. 

also folgt 

<j' = y)(a?) — a(2a+ö), 



(7— ag = I (p{x)dx— f a(2a+a)rfx. 
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Nimmt man die Integrationsgrenzen so gross, dass zwischen ihnen die 
Grösse a ihr Zeichen nicht mehr ändert, so kann man, indem man durch 
o^ einen Werth bezeichnet, den a innerhalb oder an der Grenze des Inte- 
grationsgebietes annimmt, die letzte Gleichung folgendermassen schreiben: 

(27.) cr—^o = f' (p(x)dx^{2a^a^ f' adx. 

Fuhrt man daher die Voraussetzung ein, dass das Integral 



(28.) P" if{x)dx 



^ 



einen bestimmten endlichen Werth habe, und berücksichtigt, dass die Grösse 
o^ unterhalb einer beliebigen endlichen Grenze bleibt, wenn man Xo ober- 
halb einer gewissen Grenze und x > j:,, annimmt, so lehrt die Gleichung 
(27.), dass das Integral 

/ adx^ J — rfx = «— «ü 

bei unbegrenzt wachsender oberer Grenze dem absoluten Betrage nach 
unterhalb einer endlichen Grösse verbleibt. Da es nun, sobald x gross 
genug geworden ist, bei wachsenden Werthen dieser Grösse entweder stets 
wächst, oder stets abnimmt, so convergirt es gegen eine bestimmte endliche 
Grenze für a? = +(»; dasselbe gilt daher von der Grösse s. Hat man etwa 

lim« = ß, 
so kann man setzen 

y = ßa-(l+6(a:)), 
wobei 

lim€(iF) = 0; 

die Gleichung (26.) ergiebt offenbar 

lime'Ca?) = 0. 
Ein entsprechendes Resultat lässt sich ableiten, wenn das Integral y 
den Fall § 2 (B.) darbietet, so dass 

limy = limy' = 0. 

Bei dieser Annahme ergiebt sich aus der Ungleichung (21.), indem man 
X über alle Grenzen wachsen lässt, 

(29.) |(^)'-1 <^^, 

also, da die Grössen y und y' fttr grosse Werthe von x nach § 2 entgegen- 

25» 
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gesetzte Vorzeichen haben 

lim— = — a, 
y 
sodass man setzen kann 

(30.) ^ = -a+d((r), \md(x) = 0. 

Ersetzt man nun a^u in der Ungleichung (29.) durch x, so folgt 

{2adix)-(d(x)y\ ^ V(a^); 

nimmt man daher, was möglich ist, x so gross an, dass 

\0(x)\<a, 
so folgt 

2ö-d(aj) > a, \2ae(x)'-(e(x)y\ > a\e(x)l 
also 

(31.) \e(x)\<:^- 

Jetzt machen wir die Voraussetzung, dass das Integral 

/ yj(x)dx 

Xo 

einen endlichen, bestimmten Werth habe, woraus offenbar dasselbe fUr das 
Integral (28.) folgt. Alsdann hat nach (31.) auch das Integral 

f^e(x)dx = Ao 

einen bestimmten, endlichen Werth und die Gleichung (30.) ergiebt durch 
Integration 

Igy-lg^o = a(xo-x) + A- J^'^ e(x)dx, 

X 

Da nun das rechts auftretende bestimmte Integral fUr o? = +oc verschwindet, 
so hat man jetzt 

y = ße--(l+<aj)), 

wenn B eine Constante bedeutet und die Gleichung 

limf(a;) = 
besteht; die Gleichung (30.) lehrt, dass, wie im vorigen Falle auch hier 

lim«'(x) = 0. 
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Za&ammenfadsend kann man daher folgenden für unsere weitere Entwicke- 
lungen grundlegenden Satz aussprechen. 
In der Differentialgleichung 

sei a eine positive Constante; für alle Werthe von x, die eine gewisse positive 
Grenze übersteigen sei die Function (p(x) endlich, stetig und constanten Zeichens, 
ihre Ableitung (p\x) endlich und stetig. Nennt man ferner rp(u) den grössten 
absoluten Betrag der Function (p(x) für x^u, so habe das Integral 

rp{x)dx 



r 



einen endlichen, bestimmten Werth und es sei dementsprechend 

lim (p(x) = 0. 

Alsdann hat die Differentialgleichung Integrale von folgender Form 

worin durch B Constante bezeichnet sind, und für x = +00 die Gleichungen 

lim^i = lim«2 = limcl = lim«2 = 
bestehen. In der Form y^ sind die den Fall (A..), in der Form ^2 die den 
Fall (B.) des § 2 darbietenden Integrale darstellbar. 

Die beim Beweis dieses Satzes benutzte Thatsache, dass fHr jedes 
Integral der Differentialgleichung (19.) eine der Gleichungen 

limi^ = +a 
y ~ 

besteht, ist nicht neu, folgt vielmehr unmittelbar aus einem allgemeineren 

Theorem von Poincare*). 



§5. 

iDtegration durch semiconvergente Reihen; Reduction des Problems auf eine nichthomogene 

lineare Differentialgleichung. 

Die Resultate des vorigen Paragraphen finden eine wichtige An- 
wendung bei einer Frage, die scheinbar einem ganz anderen Gedankenkreis 



*) Poincariy Sur les equations lin^ires aux differences ordinaires et aux dififerences 
finies, American Journal of Math. Bd. VIT S. 204. 
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entspringt, der Frage, wann das Integral einer linearen Differentialgleichung 
durch eine semiconvergente, also im strengen Sinne divergente Reihe dar- 
gestellt werden kann, welche der Differentialgleichung formal genügt. Die 
Theorie dieser Reihen hat ein sicheres Fundament erhalten, seit Poincari^) 
definirt hat, was unter der asymptotischen Darstellung einer Function durch 
eine divergente Reihe zu verstehen ist. Haben wir z. B. eine nach fallen- 
den Potenzen fortschreitenden Reihe, 

(32.) «"+^ + |^+-, 

welche nicht im gewöhnlichen Sinne des Worts zu convergiren braucht, 
so stellt dieselbe eine Function F(x) asymptotisch dar und ist deshalb als 
semiconvergent anzusehen, wenn für jeden ganzzahligen und positiven 
Werth I» die Gleichung 

(33.) lirn[x-|F(ar)-(«„+^^4-- + -^)t] = 

besteht. Wir betrachten im Folgenden nur die asymptotische Darstellung 
reeller Functionen für grosse reelle Werthe des Arguments, und nehmen 
demgemäss an, dass auch in jeder Gleichung (33.) die Variable x längs 
der positiven reellen Axe ins Unendliche gehe. Die Frage, deren Erledi- 
gung wir in Angriff nehmen, ist nun folgende. Gegeben sei eine Differential- 
gleichung 

(34.) «"+«'(6..+A + A. + ...)+«(c„+^ + ^- + ...) = 0, 

deren Coefficienten Potenzreihen sind, die für alle oberhalb einer gewissen 
Grenze liegenden Werthe von x convergiren ; giebt es dann, so fragen wir, 
eine im definirten Sinne asymptotische Darstellung ihrer Integrale, vielleicht 
nachdem man sie mit bekannten Functionen multiplicirt hat, durch eine 
Reihe der Form (32.), welche nicht zu convergiren braucht? 
Schreibt man die Differentialgleichung (34.) kurz 

u'+Pu + Qu = 0, 

so wird sie bekanntlich auf die binomische Form gebracht, indem man setzt 

u = ye ' ; 



*) Poincariy Sur les integrales irregalieres des equations lineaires. Acta math. 
Bd. VIII S. 295. 
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man erhält dann die Gleichung 

die man bei der vorausgesetzten Form der Grössen P und Q in folgender 
Weise schreiben kann 

(35.) y"+y(^,+A + £|.4....) = 0, 

wobei speciell 

Ali = A)— :J:65, »1 = Cj— ^6u6i? 
und der Coefficient von y eine für hinreichend grosse Werthe von x con- 
vergente Reihe ist. Macht man die Annähme 

indem man durch a eine reelle Grösse bezeichnet, so kann nach § 4 unter 
gewissen Umständen ein Integral dieser Gleichung in der Form 

dargestellt werden, wobei e unendlich klein ist für a? = +oo; es liegt daher 
nahe zu vermuthen, dass der Ausdruck 1+e durch eine Reihe von der 
Form (32.) asymptotisch darstellbar sei. Führen wir diese Grösse 

ye""^ = s 

als neue Unbekannte ein, so genügt sie der Differentialgleichung 

(36.) s"+2as'+s(^ + ^ + ^ + -) = 0. 

Setzt man nun auf der linken Seite rein formal 
(37.) , = „„+^+^+..., 

SO geht dieselbe über in einen Ausdruck der Form 



XX X* 

und eine einfache Rechnung ergiebt 

A2 = — 2aai+a2«o+öiai, 

^3 == — 4aa2 +030^4- fljai + ai «2+1 -Sai, 

A = — 6aa3+a4ao+fl3«i+02«2+öiß3+2.3a2, 

An = -2(i»-l)aa^_i+a,ao+a«-iai + -+ai«»-i+(«— l)(«-2)a^.2. 
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Will man daher der Gleichung (36.) durch die Annahme (37.) formal ge- 
ntigen, so hat man für die Grössen a die Formeln 

(38.) A, = 0, ^2 = 0, ^ = 0, . . ., ^^ = 0, . . .. 

Die erste von ihnen veranlasst uns, die Annahme 

(39.) a, = 

einzuführen; sie ist im allgemeinen nothwendig, wenn nicht alle durch die 
Formeln (38.) bestimmten Grössen a verschwinden sollen, und wenn sie 
besteht, so fällt die Differentialgleichung (35.) vollständig unter die im 
vorigen Paragraphen behandelten; die dort von der Function ip(x) gefor- 
derten Eigenschaften sind offenbar vorhanden, da man zu setzen hat 

Unter der Voraussetzung (39.) kann man die Grösse a^, willkürlich fixiren; 
die übrigen Grössen a haben dann endliche, durch die Gleichungen (38.) 
eindeutig bestimmte Werthe. 

Definirt man mit diesen Werthen a eine Variable v durch die Gleichung 

(40.) , = er..+ ^-f^ + - + -^^+«, 

SO folgt 

t ct. 2a, na 



« = — 



X 






,, 1.2g, , , yt(w~l)g^- i n(n + l) an .,, 

* = "^^^+"*+ ^^Tl + ^^iiW-+^^ 

'(->+^^-) = («.+^+-+-»(^+-^+-)+-(^+-is-+-)i 

auf der linken Seite der Gleichung (36.) wird daher nach der Substitution 
(40.) der Coefficient von — ;p, solange ä^«+1, abgesehen von den die 
Grösse e enthaltenden Gliedern, 

--2a(Ä~l)«jt_i + (Ä-2)(Ar-l)a;k_2+aoöifc+«iÖA-iH \-cCk--2(h; 

dieser Ausdruck ist offenbar unter der Annahme (39.) genau mit A^ identisch, 
also = 0. Dagegen ist der Coefficient von ^^.^ 

i»(ii+l)a,+ cfüa^^2+«ian+i+--+«.02 = ^n+2+2a(ii+l)a„^i = 2a(ii+l)a.+x. 
Die Gleichung (36.) nimmt daher, nachdem man die neue Unbekannte f> 
eingeführt hat, folgende Gestalt an 

(4L) ."+2ot,'+r(||- + ^V + -) = ^^(1), 
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wobei $, wie auch später ^i, ^, ..., eine Potenzreihe des beigefügten 
Argumentes bedeutet, deren Convergenzbereich nicht verschwindet. Der so- 
eben gefundene Coefficient von ^^^ ergiebt offenbar die Gleichung 

-2ö(ii+l)a.+i = ^(0). 
Substituirt man weiter 

tr 



SO erhält man aus der Gleichung (41.): 

(42.) „..+..(2«-J&hlI) + „(_l&±i)±+ J,^,(±)) = J_$(±). 

Schreibt man diese Gleichung kurz 
SO enthält der Ausdruck 

die erste Potenz von — nicht, was für die fernere Entwickelung bedeutsam 
ist; setzt man noch 

so ergiebt sich schliesslich die folgende Gleichung: 

(43.) ,"+,{-a^+^^,(l)) = -^^(-1), 

deren Integrale für grosse reelle Werthe von x za diacntiren sind. 

§6. 

Untersuchung der erhaltenen nichthomogenen linearen Oleichung. 

Der weitere Verlauf, den unsere Untersuchung zu nehmen hat, ist 
klar zu übersehen, wenn man die Formel 

(44) , = «,+^+...+ ^+^ 

ins Auge fasst. Jeder Lösung w der Gleichung (42.) entspricht eine solche 
der Gleichung (36.); nähert sich erstere fUr a? = +oo einem endlichen Grenz- 

Joumal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 3. 26 
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werthe, so besteht für letztere die Gleichung 

Wenn daher für jeden Werth von n eine Grösse tp der angegebenen Be- 
schaffenheit gefanden werden kann, wenn ferner die mit diesen Grössen w 
gebildeten Ausdrücke s mit einander identisch sind, so hat man letztere im 
Sinne der gegebenen Definition asymptotisch durch die Reihe (32.) dargestellt 
Die Untersuchung der Grössen w und s läuft auf dasselbe hinaus; 
letztere kann man explicite darstellen, wenn man die homogene Gleichung 



r'+r(_a^+i,gj,(l)) = o 



vollständig integrirt hat. Diese fällt wiederum unter den Typus der in 
§ 4 untersuchten, da die dort geforderten Eigenschaften der Function ^(x) 
offenbar vorhanden sind, wenn man setzt 



^(-) = ^^(^)- 



Zwei Lösungen dieser Differentialgleichung sind daher in folgender Form 
darstellbar: 

wobei man hat 

(45.) lim^i = lim^a = lim«; = limfi = 0. 

Aus der Differentialgleichung, deren Integrale Yi und Y2 sind, folgt nun 

unmittelbar 

Y, y;- Y, Y[' = 0, Y, Y^^ Y, y; = const; 

für die Constante in der zweiten Gleichung findet man, indem man die 

obigen Werthe von Y^ und Y2 einsetzt, und die unabhängige Variable positiv 

unendlich gross werden lässt, unter Berücksichtigung der Gleichungen (45.) 

den Werth —2a, sodass sich folgendes Resultat ergiebt: 

(46.) Y,Y;,^Y2Y[ = -2a. 

Das allgemeine Integral der nichthomogenen Gleichung (43.) kann 
nun bekanntlich in der Form 

z = U.Y.+U^Y^ 
geschrieben werden, wobei zur Bestimmung der Functionen U zwei in 
ihren Ableitungen lineare Gleichungen dienen, nämlich 

Y.ui+Y.u; = 0, y;£/;+ Y^m -- ^^(^)- 
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Ans diesen ergiebt sich mit Benatznng der Relation (46.): 

sodass man, wenn durch Ci und C2 willkttrliche Constanten, durch x^ und X2 
Grössen des Convergenzbereiches der Reihe $(— ) bezeichnet werden, in 
der Formel 



«1 



das allgemeine Integral der Gleichung (43.) für alle oberhalb einer ge- 
wissen Grenze liegenden Werthe von x dargestellt hat Setzt man für 
Yi und Y, ihre Werthe ein, so folgt 

Das erste Integral auf der rechten Seite convergirt offenbar gegen einen 
endlichen Grenzwerth, wenn man x^+00 werden lässt; man kann daher 
speciell annehmen 

dann erhält man ein particuläres Integral 

dessen Verhalten im reellen Unendlichen besonders leicht zu Übersehen ist. 
Der entsprechende Werth von w hat folgende Form: 



(47.) 



» = »e-«aj"+' 



X 



Um den Grenzwerth dieses Ausdruckes fUr a: = 4-oo zu finden, benutzen 
wir folgenden Satz von Sfofo*). Für alle oberhalb einer gewissen Grenze 



•) SloU, Ueber Grenzwerthe von Quotienten. Math. Annalen Bd. XV S. 556. 
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liegenden Werthe von x seien die reellen Functionen *(jr) und V(x) sammt 
ihren ersten Ableitungen endlich und stetig, die Grösse W\x) stets positiv 
oder stets negativ, und die Function V(x) werde unendlich fUr x = +oo. 
Wenn dann bei wachsenden Werthen von x der Quotient ^'(x) : V(x) einem 
bestimmten, endlichen oder unendlichen Grenzwerthe zustrebt, so gilt das- 
selbe von der Grösse *(a:) : V^(x) und man hat die Gleichung 

Dieser Satz bleibt, wie man sehr leicht sieht*), gültig, wenn die Function 
?F(a?) für aj = +oo unendlich klein wird, alle übrigen Voraussetzungen aber 
beibehalten werden. Setzt man nun 

V'Cx) - e'- \—^ ^^ ^iJ__| 

^ K^j - ^ U^+^Ci+O x^-^'(i+e,y x^^\i+ijr 
so hat die Function V\x) fUr hinreichend grosse Werthe von x stets das 
Zeichen der Grösse a; die Function V(x) wird für x = +oo unendlich gross 
oder unendlich klein, je nachdem a ein positiver oder negativer Werth ist, 
und in beiden Fällen hat man 



0^(X) 



*(^)a+o 



lim ,,.,; ; = lim -^j ^ — -, r- = 0, 






woraus nach dem S/o/sschen Satze oder der ihm beigefügten Modification folgt 

Das zweite Glied des unter (47.) gegebenen Ausdruckes w verschwindet 
also für a: = + oc. 

Der Grenzwerth des ersten Gliedes ist dagegen leicht zu berechnen. 
Bezeichnet man nämlich durch €2 einen Werth von €2 Air ein unbekanntes 
Argument, welches nicht unterhalb des Werthes x liegt, so kann man jenes 
Glied in folgende Form bringen: 



*) Kneser, Untersucfaungenüber die Nullstellen etc. Math. Annaleo Bd. XLII S. 426 f. 
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denn die Grösse 5ß behält für hinreichend grosse Werthe von x ein con- 
stantes Zeichen, und der Mittel werthsatz bleibt anwendbar. Dabei ist 
offenbar 

X 

Hieraus folgt unmittelbar 

limAf = limtr= ^^^ 



2a(n+l) ' 

also mit Berttcksichtigung des im § 5 gegebenen Werthes von 5ß(0) 

lim«? = a^^.1. 

Es giebt also in der That eine particuläre Lösung der Gleichung (42.), 
welche für aj = +oo einem endlichen Grenzwerthe, und zwar dem Werthe 
«,+1 zustrebt; die entsprechende, der Gleichung (44.) gemäss gebildete 
Grösse s hat den Grenzwerth «o- 

Da n eine beliebige ganze Zahl ist, kann man sie durch n+l er- 
setzen; man erhält dann eine der Gleichung (42.) analoge, welche eine 
Lösung tD mit der Eigenschaft 

lim«? = «^+2 
besitzt Der Ausdruck 



repräsentirt eine Lösung der Gleichung (36.); in den Grössen 

(48.) y^se^, y ^se^ 

hat man zwei Integrale der ursprünglich gegebenen binomischen Differential- 
gleichung (35.), für welche offenbar die Gleichungen 

(49.) lim — = lim — = 1, lim« = lim« = a„ 

bestehen. 

Nimmt man nun zunächst an, a sei eine negative Grösse, so ist 
offenbar 

limy = limy = 0; 

nach § 4 folgt hieraus mit Rücksicht auf die erste Gleichung (49.) , dass 
die Integrale y und y identisch sind. In diesem Falle giebt es also, wenn 
der Werth ofu willkürlich fixirt ist, ein bestimmtes, den Fall § 2 (B.) dar- 
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bietendes Integral der Gleichung (35.), für welches alle Gleichungen 
(50.) lim[(ye--«„-^ ^)a:-] = 

fUr I» = 1, 2, . . . bestehen. Aus der letzten Gleichung (49.) folgt dann, 
dass bei passender Wahl von c^ unter y jedes Integral verstanden werden 
kann, welches für a? = +(X) unendlich klein wird, da alle solche Integrale 
aus einem von ihnen durch Multiplication mit constanten Factoren erhalten 
werden. 

Wenn dagegen vorausgesetzt wird, die Grösse a sei positiv, so be- 
stehen zwar noch die Gleichungen (50.), in ihnen ist aber y nicht noth- 
wendig ein und dasselbe Integral der Gleichung (35.) Die Relationen (48.) 
und (49.) geben nämlich jetzt 

limy = limy = ±c», 
wobei das Zeichen rechts mit demjenigen der Grösse o^ übereinstimmt. 
Hieraus kann man nicht allgemein auf die Identität der Functionen y und y 
schliessen; aber nach dem Theorem des § 4 kann man in der dort ge- 
brauchten Bezeichnung setzen 

(51.) y = B,e^(l+€,), cy = 8,6^(1+ e,) + B,e'^(il+e^), 

wobei c eine Constante bedeutet; aus den Gleichungen (48.) und (49.) 
folgt leicht 

c = 1, ßi = a„. 

Setzt man ferner in der Gleichung (50.) nach (51.): 

ye— = ye---ß.e-^(l+«,), 
so ergiebt sich 

lim[(ye-"-«.,-^-...-5-)x-] = 0. 

Diese Gleichung bleibt, da offenbar 

lim(ar" 6-^(1+ O) = 0, 
gültig, wenn unter B2 nicht die durch die obige Definition des Integrals y, 
sondern eine ganz beliebige Constante verstanden wird, womit dann y das 
allgemeinste Integral wird, für welches die erste Gleichung (49.) besteht, 
nachdem man das Integral y festgelegt hat. Im Falle a>>0 stellt somit 
die Reihe 
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nicht eine bestimmte Grösse ye'"" asymptotisch dar, sondern eine ganze 
Gruppe von solchen, nämlich alle, in welchen der erste, ein Integral der 
Gleichung (35.) bildende Factor sich von y, d. h. einem bestimmten Integral, 
am Sammanden der Form 

demnach um Factoren, welche für x = +oo dem Grenzwerth +1 zustreben, 
unterscheidet. 

Die asymptotische Darstellung zeigt also in den Fällen a ^ einen 
ganz verschiedenen Charakter; beide ab6r bieten sich an der Differential- 
gleichung (35.) dar, da sie nur die Grösse a^ enthält. Je nachdem man 
daher fUr a den positiven oder negativen Werth von /— Oo nimmt, erhält 
man zwei verschiedene, nach fallenden Potenzen von x geordnete und der 
Differentialgleichung formal genügende Reihen, von denen flir jeden Werth 
von «0 die erste eine ganze Gruppe von Integralen, die flir x = +oo un- 
endlich werden , die zweite ein bestimmtes fttr a? = + c» verschwindendes 
Integral der gegebenen Differentialgleichung asymptotisch darzustellen dient. 
Alles zusammengenommen haben wir somit folgenden Lehrsatz bewiesen. 

In der Differentialgleichung 



y"+K'^.+ l^+-|^+-) = o 



sei der Factor von y eine reelle Potenzreihe von nicht verschwindendem Con- 
vergenzbereichy und es sei 

dann können die Integrale der Differentialgleichung nach Multiplication mit 
einem Factor e*"* durch eine nach fallenden Potenzen von x fortschreitende, 
im allgemeinen divergente Reihe asymptotisch dargestellt werden für grosse 
positive Werthe von x. Setzt man in der Differentialgleichung für die Un- 
bekannte einen der Ausdrücke 



(A.) e±-{a,^+-^ + {^.+ ...), 



so kann man die Grössen a, indem man a,, willkürlich lässt, so bestimmen, dass 
der Differentialgleichung formal genügt wird. Nimmt man das unlere Zeichen, so 
stellt der Ausdruck (A.) bei passender Wahl von »o ein beliebig gegebenes, 
für X = +00 verschwindendes Integral y in dem Sinne dar, dass für beliebige 
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positive ganze Zahlen n die Gleichungen 

Um [(ye--«„-5-...-^)..-] = 

bestehen. Nimmt man das obere Zeichen, so entspricht jedem Werlhe von Ou 
eine ganze Gruppe von Integralen, die für a; = -foo unendlich werden und 
deren Verhältnisse ssu einander dem Grenawerthe Eins zustreben; für alle 
Integrale dieser Gruppe ist, wenn n wiederum eine beliebige positive ganze 
Zahl ist, 

umgekehrt erhält man alle solche Gruppen von Integralen, wenn num a^ 
variiren lässt. 

Auf eine Differentialgleichung obiger Form redacirt sich die ali- 
gemeinere 

durch die Substitution 

u ^ ye ' , 

wenn man voraussetzt, dass die Grössen b, c reell sind und 

Cü~i62 < 0, c,-^bob, = 0. 
Andere Sätze über die asymptotische Darstellung von Integralen 
linearer Differentialgleichungen sind in der zu Anfang des § ö citirten Ab- 
handlung von Poincare aufgestellt werden. 

§7. 

Anwendung der erhaltenen Resultate auf die Theorie der elastisch schwingenden Kreisscheibe. 

In der Kirchhoff^sahen Theorie der Schwingungen kreisförmiger 
elastischer Platten kommt folgende transcendente Gleichung vor*) 

^ '^ (n'+Arx')X^^xX: (ii^~4yxOn~a:y: 

in ihr ist n eine positive ganze Zahl, y eine reelle Constante, X^ und Y^ 



*) Kirchhoff'j Vorlesungen über math. Physik, Mechanik, S. 465, Vorl. XXX. 
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particüläre Lösungen der Gleichungen 

für diese Functionen werden bestimmte Reihenentwickelungen gegeben, 
speciell 

(53.) X, = "iir(^+iTöiTi)''"iT2(iiTiy(^ 

Jede positive Wurzel der Gleichung (52.) ergiebt eine Schwingungsart der 
Platte, welche einem einfachen Tone entspricht und bewirkt, dass n Durch- 
messer derselben Knotenlinien sind. 
Setzt man nun 

so erhält man die Differentialgleichung 

(54) y"+y(_4+(^_„^)J,) = 0, 

auf welche die Theorie des § 4 angewendet werden kann, indem man setzt 

a = 2, ^(^x)^(n'^\)lr = rp{x). 

Da ferner aus der Gleichung (53.) offenbar folgt 

limy = limJir„ = 4-^, 
so ergiebt sich nach § 4 

lim^ = lim(A + ^) = lim 4^ = 2. 
Schreibt man also die Kirchhoff^^che Gleichung (52.) in der Form 

SO kann man für die rechte Seite schreiben 

wobei limi; = 0. 

Eine ähnliche Umformung der linken Seite gilt unter gewissen Be- 
schränkungen des Argumentes. Die Function Y„ verschwindet nämlich für 
unzählige, jede positive Grenze übersteigende Werthe von x, was entweder 
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ans der Theorie der ße^^e/schen Functionen als bekannt voransgesetzt, oder 
aas allgemeinen, wesentlich auf Sturm zurückgehenden Sätzen*) geschlossen 
werden kann; dasselbe gilt nach dem Ao/Zeschen Satze von Yl. Zwischen 
zwei auf einander folgenden Nullstellen dieser letzteren Function geht der 
Werth des Quotienten yi,:Y^ genau einmal von — oo bis +00 oder um- 
gekehrt; in der Umgebung der von den beiden Nullstellen der Function 
Yl eingeschlossenen Nullstelle von Y^ kann daher ein Intervall %, abgegrenzt 
werden, innerhalb dessen die Grösse Yl nicht verschwindet und der Werth 
des Quotienten Y^ : Yl ein gegebenes reelles Intervall , etwa von a bis ß 
durchläuft. Nun kann für die linke Seite der Gleichung (55.) geschrieben 

werden 

Yn(n' .\ 1 



N = 



"■ "• (i^^r) ' 



da andererseits Nullstellen von Y^ oberhalb jeder Grenze vorhanden sind, 
kann dasselbe von allen dem Intervall i,, angehörigen Werthen angenommen 
werden; alsdann durchläuft der Werth von N mit beliebiger Annäherung 
ebenfalls das Intervall von a bis ß. Nimmt man daher diese Constanten 
so an, dass sie den Werth \ umschliessen, so ist klar, dass die mit der 
Gleichung (55.) identische 

iv = ici+i?) 

im Intervall ^ eine Wurzel besitzt. Da nun oberhalb jeder Grenze solche 
Intervalle abgegrenzt werden können, so ist hiermit gezeigt, dass die Kirch- 
ho/ßGhe Gleichung (52.) unzählig viele positive Wurzeln besitzt, deren 
Werthe jede Grenze übersteigen können. 

Diese Thatsache ist in Kirchho/ß erster Abhandlung über unseren 
Gegenstand**) nur durch rein formale Operationen mit divergenten Reihen 
bewiesen worden. Letztere sind einerseits bekannte semiconvergente Reihen- 
ausdrücke flir die Bessekchen Functionen, andererseits eine divergente Ent- 
wickelung, welche ein Beispiel für die Theorie des § 6 darbietet Die 
Differentialgleichung (54.) gestattet die Anwendung dieser Theorie, indem 
man setzt 

a = 2, 02 = :!— -«^ a3 = a4 = --- = 0. 

*) Sturm, Memoire sur les ^quations differentielles etc., Journal de math. t. I p. 106. 
•*) Kirchhoff, Ueber das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen Scheibe, 
Ges. Abhandlungen S. 274, dieses Journal Bd. XL. 



KneseVy UnterMuchungen Über Differentialgleichungen. 211 

Man hat daher zwei AuBdrUcke 

y = -"(««+ ^+-> +•••). 

welche der Di£Ferentialgleichong^ formell genügen nnd asymptotische Dar- 
stellangen ihrer Integrale liefern; die Recarsionsformeln (38.) lauten im 
ersten Falle 

-4«,+a.,(i-«*) = 0, 
-4.2a,+a,|(|-«')+1.2| = 0, 
-4.3a3+a,|(i-<)+2.3( =0, . . ., 
woraus sich sofort ergiebt: 

«' = y3^(l^-4«^)(3'-4«')«„, 

«3 = ^^(l'-4«')(3^-4»0(5*-4«')«o 

Um die Coefficienten der Entwickelung j^^"^ zu finden, hat man nur a durch 
—2 zu ersetzen, wodurch man aus den Gleichungen (38.) folgende Formeln 
erhält: 

4er'+or(i-«*) = 0, 

4.2a^">+«r((i-«')+l-2) = 0, 
4.3ar + «.f((i-«')+2.3) = 0, 

u. s. f.;. woraus weiter folgt: 

u. s. f. Setzt man daher «„ = «i"^, so hat man allgemein 

Die Reihe y mit den Coefficienten a« ist die von /fircAAo^ angeführte; 
aus ihr kann aber nicht direct auf die Brauchbarkeit der Reihe y^^^^ geschlossen 

27* 



212 Kne$er, Vnier$uekungen über Differentialgleichungen. 

werden, indem man etwa davon ausgeht, dass in der Differentialgleichung (54.) 
offenbar x darch —x ersetzt werden kann; denn ans der asymptotischen 
Darstellang einer Function F{x) durch eine divergente Reihe folgt keines- 
wegs, dass die Fnnction F(—x) asymptotisch dargestellt wird, wenn man 
in jener Reihe — a? für x setzt. Das Theorem des § 6 aber lehrt, dass 
durch die Reihenentwickelnng jf^"^ bei passender Wahl der Grösse aS^^ stets 
ein bestimmtes, gegebenes Integral der Gleichung (54), welches für a? = +co 
verschwindet, asymptotisch dargestellt wird; dagegen erhält man eine solche 
Darstellung durch die Reihe y bei passender Bestimmung von a^ nicht nnr 
für ein Integral der Form 

wobei c eine gegebene Constante bedeutet, sondern zugleich für jedes Inte- 
gral, dessen Verhältniss zu diesem für x = +oc dem Grenzwerth Eins 
zustrebt. 

Der Gebrauch, den Kirchhoff von der Reihe y macht, scheint ttbrigens 
noch einer besonderen Rechtfertigung bedürftig zu sein, da man eine solche 
Reihe nicht immer gliedweise differentiiren darf; doch mag die nähere Er- 
örterung dieses Punktes einer anderen Gelegenheit vorbehalten bleiben. 

Juli 1895. 



Berichtigung. 
Seite 179 Zeile 3 u. 4 von oben zu streichen. 
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lieber eine Darstellung der Kichtungscosinus 
zweier orthogonalen Coordinatensysteme durch Theta- 
funetionen zweier Argumente, welche die Lösungen 
mehrerer Probleme der Mechanik als Specialfälle 

umfasst. 

(Von Herrn Friü Kotier,) 



iJekanntlich genügen neun passend ausgewählte Thetaqaotienten von 
zwei Argumenten identisch den Bedingungen für die Richtungscosinus zweier 
orthogonalen Coordinatensysteme. Indem man für die Argumente der Thetas 
Functionen der Zeit setzt, kann man also gewisse relative Bewegungen 
zweier Coordinatensysteme darstellen; dabei steht jede der zweimal drei 
Componenten der Geschwindigkeit in einer einfachen Beziehung zu je einem 
der noch nicht zur Anwendung gelangten Quotienten*). 

Die Hoffnung, dass sich diese Eigenschaft der Thetafunctionen für 
die Mechanik fruchtbar erweisen werde, hat sich bisher nur in verhältniss- 
mässig geringem Umfange bestätigt. Denn meines Wissens hat sich bisher 
nur ein specieller Fall der Bewegung eines starren Körpers in einer Flüssig- 
keit unter einer besonderen Voraussetzung über den Anfangsznstand der 
Bewegung durch Ausdrücke der oben erwähnten Art lösen lassen. 

Aber andererseits haben die Thetafunctionen zweier Argumente ent- 
schieden eine allgemeinere Bedeutung für die Lösung mechanischer Probleme; 
das lehrt schon ein Blick auf die neuerdings durch Thetafunctionen dar- 
gestellten Bewegungen starrer Körper im leeren Raum und in einer 
Flüssigkeit. 

Betrachtet man nun die Formeln, welche die Lösung der in Frage 
stehenden Probleme vermitteln, genauer, so wird man bald die weitgehende 

•) Weber, Mathematische Annalen Bd. 14, 173—206; Caspary, C. R. Bd. 111, 
225 und Bd. 112, 305. 
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Uebereinstimmung im allgemeinen Bau und in den weBentlichsten Eigen- 
schaften mit den berühmten Formeln erkennen, durch welche Jacobi die 
Drehnng eines starren Körpers nm seinen Schwerpunkt dargestellt hat. 

Dieser Umstand führt zu der Vermuthung, dass es verhältnissmässig 
einfache, aus Thetafunctionen zweier Argumente gebildete Ausdrücke geben 
werde, welche durch Specialisirung der darin auftretenden Grössen in die 
Lösungen der verschiedenen oben erwähnten Aufgaben übergehen werden. 
Derartige Ausdrücke, die den Bedingungen für die Richtungscosinus zweier 
orthogonalen Cobrdinatensysteme genügen, giebt es in der That. Setzt 
man für die Grössen, aus welchen die in Frage stehenden Formeln ge- 
bildet sind, theils bestimmte Constante, theils gewisse lineare Functionen 
der Zeit, so kann man aus den allgemeinen Formeln die Darstellung einer 
ganzen Reihe mechanisch wichtiger Rotationsbewegungen ableiten. 

Auf diese Weise gelangt man z. B. zu denjenigen beiden Bewegungen, 
in welche sich beim Kowaletekkchen Fall der Rotation eines schweren 
Körpers um einen festen Punkt die Drehung zerlegen lässt. Femer kann 
man so die Lösung eines der von Clebsch entdeckten integrablen FsUe 
der Bewegung eines starren Körpers in einer Flüssigkeit darstellen. Nimmt 
man zwischen den Perioden der Thetas zweier Argumente solche Beziehun- 
gen an, dass diese Thetas sich durch gewöhnliche Thetas eines Argumentes 
darstellen lassen, so kann man unsere Formeln in die oben erwähnten Jacobi- 
sehen Formeln überfuhren. Auch die bisher unbekannte Lösung des vor 
einigen Jahren von Herrn Steklow in Charkow entdeckten integrablen Falles 
der Bewegung eines starren Körpers in einer Flüssigkeit stellt sich als ein 
besonderer Fall des in Frage stehenden Systems von Formeln dar. 

Neben dem Interesse, welches ihr umfassender Charakter den Formeln 
verleiht, glaubt der Verfasser ihnen eine nicht unbeträchtliche Brauchbarkeit 
für die Lösung mechanischer Aufgaben zuschreiben zu dürfen. Denn 
erstens hätte die Kenntniss des allgemeinen Formelsystems die Durchführung 
der früher gelösten Aufgaben ganz wesentlich erleichtert, zweitens hat sie 
sich dem Verfasser bei der Behandlung des von Steklow entdeckten Falles 
schon als nützlich erwiesen. 

Dieser Nutzen, welcher vielleicht noch bei anderen Aufgaben derselben 
Art hervortreten wird, bestßht in Folgendem. Bei allen oben erwähnten 
Aufgaben zerfällt die Lösung in zwei Theile. Es müssen zunächst die 
Richtungscosinus einer ausgezeichneten Richtung zu den drei Axen des sich 
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drehenden Coordinatensystems und die nach den letzteren genommenen 
Componenten der Rotationsgeschwindigkeit aus vier algebraischen Integral- 
gleichungen als Fnnctionen zweier Httlfsgrössen abgeleitet werden. Ist 
das vollbracht, so müssen diese Httlfsgrössen als Functionen der Zeit dar- 
gestellt nnd die noch fehlenden Grössen ermittelt werden, was gewöhnlich 
mit Hülfe von Quadraturen zu bewerkstelligen ist. Unstreitig ist der erste 
Theil der Aufgabe der bei weitem schwierigere, weil er für jede Aufgabe 
— bisher wenigstens — nach besonderen Gesichtspunkten behandelt werden 
mnss. Aber frei von Schwierigkeiten ist auch der andere Theil nicht. Denn, 
wenn auch die zu integrirenden, vollständigen Differentiale sich gewöhnlich 
mit Hülfe des Jacobi&chen Theorems vom letzten Multiplicator ermitteln 
lassen, so fordert die wirkliche Ausführung der Quadratur Umformungen, 
welche nicht immer auf der Hand liegen. Lassen sich aber die erst zu 
bestimmenden sechs Grössen auf eine passende Form bringen, so erlaubt 
unser Formelsystem die noch fehlenden Stücke ohne weiteres hinzuschreiben. 
Der Zweck dieser Abhandlung ist es, das in Frage stehende Formel- 
system und einige interessante Eigenschaften desselben abzuleiten. 

§1. 
Im Folgenden soll sein 

— « — « 

£ »o(*"a+»iTol+»J*^o2>'»* 

Ferner setzen wir 

fttr 

. ^ = 

1=1 

1 = 2 

X = B 

1 = 4: 

Unter 0^^"^', e„'^'' verstehen wir diejenigen Zahlen, welche den Bedingungen 

if:"^' = d'^+f:+...+i'j (mod.2), -1 ^ d":"*-"' ^ o, 

^..w. _ ,^.+ ,^.4....^ ,li (mod.2), ^ B^'^* ^ 1 



«Ji 


<J^ 


*? 


^^ 


-1 


-1 








-1 


-1 
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-1 
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-1 
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genügen. Man sieht dann sofort, dass jeder zusammengesetzte Index 
l^l2''>K sich entweder auf einen einfachen Index oder anf einen ans zwei 
einfachen zusammengesetzten Index redacirt, oder endlich, wenn er ans allen 
fttnf einfachen gebildet ist, bewirkt, dass sämmtliche S und £ gleich Null 
werden. Ist ^u ein einfacher oder zusammengesetzter Index, so schreiben wir: 

Ferner setzen wir den Ausdruck 

welcher mit i?(mi, «2)^ gleichzeitig gerade oder ungerade ist, gleich |a|. 
Sind V und fi zwei Indices, so soll 

und 

sein. 

Die beiden Ausdrücke 

X|i9(Wi+r,, Ui-\-f>,)aß{u,-f),, W2-Ü2)a.-^(«l~«?n «2~<?2)a.^(Wl+«l, tt2+«2)aj 

und 

l-^W+ri, «4+«?2)M'^(ttl-«?'i, «^-«O^a.+'^W-«?!, w.2-r0^«^.?(fi;+c;, «i+t?o^aJ 

sind bezüglich ti^, tij Thetafunctionen mit der Charakteristik a^a2\ sie sind 
gleichzeitig gerade oder ungerade, wenn 

|«i|+|«2| =^- |/5«i|+|/5«2| (mod.2) 
ist. Und zwar sind sie gerade, wenn diese Grössen =^ 1, ungerade, wenn 
sie EifO (mod.2) sind. 

Bezeichnet nun y irgend einen Index, so müssen sich die fraglichen 
Producte, sofern sie Functionen von «i, 1/2 sind, linear aus den vier von 
einander unabhängigen Ausdrücken 

^(Wl+«M tt2+«?2)rM^(«l-<'M «2-«2)rM'^ ^(«'l-fl, «2-<?2)r^a.^(«'l+t?;, «2+ «i)r^a, 

zusammensetzen lassen. Ist nun 

|;^or,|+|ya2| = |a,| + |cf2|+l (mod.2), 
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SO sind die Summen 

und 

gleichartig mit den erstgebildeten Functionen von »,, »2; dagegen sind die 
Differenzen ungleichartig. 

Wir dürfen also setzen 

X|*(«l+ei, «2+«2)«.^(«l- »1, «2— t>2)«,-'S^(«J-t>,, «2-»ä)a,^(«I+«l, «2+e2)a,| 

+ C\&(u[+v[, V2+v'i)ßa,^(u[-v[,Ui—V2)ß^+&(u[—t)[, M2-»i);9a,^(»I+ei, «J+^i)/»«,! 

X|^(«l+ei, »2+<'2)/So,^("l-«'«> «2-«'2);Ja..+ *(«l-«'l, «2-«'2V,^(«l+«., «2+«2)^a,I 

= y4jd(«i+»;, «2+«2)ya,^(«r-eI, »2-»i)r«,+ *(«l-»Il «2-«'2)/-a,^(Ml+el, «i+Oraj 

Um die beiden Grössen A und £ zu bestimmen, setzen wir 

Dann erhalten wir mit Rücksicht auf die leicht zu erweisenden Congruenzen 

y; «i+y; ««-y; y«i-/; y«* = Sya.ajiy 

y; /5ai+y; /?a2-y; //?a,-y; y/^oj HH 2ya, 
die Gleichung: 

-d(«;-»„ t4-»2)r«,^(«I+ei, «i+<'2)r.J->4| 
+ &(u[+v\, «2+e2)M^(«l-«u «^-oDmI 

Setzt man aber 
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80 erhält man 

Diese Gleichungen für A and ß liefern besonders einfache Resultate, wenn 
C = (-iy'"'^r+rßa,a,\rfi jgj^ ^g ^j^^ nämlich dann 

A = (-ir-'^i'-idw+ri, «;+fOra. -»(«;+•» «j+ea),». 

Mit diesen Werthen A, B, C ergiebt sich dann folgende Gleichung 

X|i?(M,+©„ «2+e2)«.-^(«i-ei, ««2-»2)a. 

-d(«,-P„ «2— t>2)a,*(«»+ei, «2+«'2)«J 

X(-ir<"""l'-''|d(«,+ «„ «,+ »,)^,.d(«i-»., «2-»2)m 

-^(«l-«,, «2-f2)M'*("l+*'l> «2+^jW 

= (-i)'""'""'i^(«;+e., t4+p2),., *(«;-*„ «i-t>2),a. 

+ .?(«,—©;, »2— e2)ra,^(«l+»l. «2+«D>-a,| 

-&(U[-Vi, «2-e2)y;Ja,^(«I+«'l, «^+«2X^1 
X|d(«,+ ©;, tt2+«2)r/9a,'^(«l-»Ü «2-e2)y/?a, 



(!•) 



l 



F. Kotier, Über Thetaftmctionen. 219 

vorausgesetzt, dass 

Ia,| + |«,| = \ßa,\+\ßa,\ = |y«,|+|ya,H-l (mod.2) 

ist. Sind diese Bedingungen nicht erfüllt, so gilt zwar diese Formel nicht, 
wohl aber eine ähnliche, welche wir jedoch nicht anfuhren wollen, weil 
wir ihrer im Folgenden nicht bedürfen. 

Ist d ein solcher Index, dass |^a||+|(Taj| ^ 1 (mod.2) ist, so können 
die beiden Bestandtheile der linken Seite der vorstehenden Gleichnng, so- 
weit sie als Fonctionen der »i, tiz za betrachten sind, als algebraische 
Snmme der beiden Ausdrücke 

+ (-1)1-1 ^(«.-«:, «,-tt;)aa.*(«,+ «;, fl,+ e4)aa„ 

(-l)"*"'' *(«!+«;, n,+i^)i^,ß(u,-u\, «,-«i)a;j«, 

+(-i)i^»>i.9(tt,-«;, fi,-«;),^«, .?(«,+«;, «,+«i)a^a,. 

dargestellt werden. Auf ganz ähnliche Weise wie die Gleichung (I.) er- 
hält man dann folgende Beziehung: 

+d(«;-«:, t4-»;)<..<^(«;+t.;, «;+«;)..! 

x|.^(»,+»i, «j+«2)„, ;?(«,-«„ II2-«»)«, 

+(-i)'''-'"'^""^'i^(«;+e;, fh+v2)ßa»(u[-9[, ti^-v',),^ 

X(-l)^^''"«.l''^+l«.l|i?(«,+e„ «z+cOm-^C"!-»» «a-'^M 

-^(a,-c„ «2-«,)m ^(«1+«» «j+»2)mI 
= (-l)*-"'i''l^(»;+e„ r;+»Oaa.^(«';-e,, »2-e,)a«. 

-d(»;-»i, eä-«2)aa,^(el+«i, «i+«'j)a<.j 
X\(-1)M 9(u,+ u[, tt2+«;)a..^(«i-«;, «,-i4)a«, 

+ (-l)l'"l^(»»-«;, «2-l4)aa.^(«l+«'., «2+«i)J 

+(-i)^^'"»''''^i^(r;4-«'i, «;+e2)a/»<..^(f;-«i, f»;-«^)^^ 

— d(e[— »1, «2— «2)^/9«, '^(«'1+«'» ^'2+f>2)sßa,\ 
Xj(-l)l'''"ld(«,+ «:, «2+»D<J^«,-9(«I-«;, «2-«i)a;9a, 

+(_l)i-5«,i^(„,_„;, «2-«;)aM^(«.+».'. «*+«4)aMl- 
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§2. 
Von den sechzehn Thetafanctionen sind sechs ungerade; ein ungerader 
Index ist der zusammengesetzte Index 13; die fUnf anderen erhält man, in- 
dem man diese mit je einem der fünf einfachen combinirt. Wir wollen 
diese sechs Indices in willkürlicher Weise in zwei Gruppen von je dreien 
theilen und diejeni^n der einen Gruppe x^^ X2^ x^^ die der anderen ij, X21 ^3 
nennen. Den Index, welcher durch Combination der drei x oder der l ge- 
bildet werden kann, wollen wir je nach Bedürfniss durch ju, x^^ oder A4 be- 
zeichnen. Dieser Index ist gerade; denn er kann zunächst auf eine Com- 
bination von 13 und zwei einfachen Indices reducirt werden. Eine solche 
Combination muss aber nothwendig gerade sein. Es sind nämlich drei 
Fälle möglich: 

1) Die beiden mit 13 combinirten Indices sind ungerade d. h. 1 und 3 
selbst; dann heben sich die Indices fort. 

2) Einer der beiden mit 13 combinirten Indices ist ungerade, d. h. 
1 oder 3 selbst, der andere ist gerade. Dann reducirt sich der ganze Index 
auf die Combination eines geraden mit einem ungeraden Index, welche stets 
gerade ist. 

3) Die beiden mit 13 combinirten Indices sind gerade; dann reducirt 
sich der ganze Index auf den dritten einfachen geraden Index. 

Man kann alsdann den Index jeder beliebigen Thetafunction einmal 
und nur einmal in der Form 

X^X„ (^ = 1,2,3.4. a = l, 2, 3, 4) 

darstellen. Der Index x^KK' ist, wenn a und a' von einander verschieden 
sind, ungerade, sobald () = 4 ist, und gerade für (> = 1, 2, 3. Das Ent- 
sprechende gilt von i-a'^^/x^i. 
Es ist 

c=l|3,4l^e*ol ^ 4.\x^\+^x^\K+2K\y^^ + 2\K\ 

= 2m — 1 (mod.2), 
und ebenso ist 

Ferner ist 

r- \-^K-\K+K\K' (mod.2) 
= lta.|+|,aA„.| (mod.2). 
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Wir setzen a^ = x^X„, «2 = '^^K-, wo q einen der Werthe 1, 2, 3 haben 
soll, während a'" und a zwei verschiedene Werthe aus der Reihe 1, 2, 3, 4 sind. 
Dann genügt der Index ß=:x^fi der Bedingung |ai| + |a2l ^^|/5«i|+|/5«2| 
(mod.2), und der Index y^KK, wo a' ein von a und a'" verschiedener 
der Werthe 1, 2, 3, 4 sein soll, der Bedingung: |y«i|+|ya2|= |«i|+|«2|+l 
(mod.2). 

Setzen wir diese Werthe in die Gleichung (I.) ein, so erhalten wir 
die Formel 



(I^) 






+ (-1) 



^oV"!/^+l*p/^ 



n»(u[w^, «4+e;u^(«;-«;, «;-e;u 



-d(«;-e„ «i-e2)xji„.^(«l+»i, «4+«'2)y,„| 



Wir können aber auch 

setzen, wo q' einen von q verschiedenen der vier Werthe 1, 2, 3, 4 be- 
zeichnen soll. Dann geht die Formel (I.) über in 
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^^ti\ 



o'"* 



(P.) 



X|^(«i+«'» «4+«2),pA,,^(«'l-»l, «4-e2)xj,i,„ 

-^C«;-»,, ii;-©2),^2^,^(«;+©„ «;+«»2),j,i.„i 



Wir bezeichnen nun mit C^, Oj, C3, C« vier Grössen, zwischen welchen die 
Beziehung 

(1.) ci = J^,ci(-it^\ 

besteht, und mit fC^]' **?) die Function: 

Indem wir Gleichung (I'.) mit CJ, Gleichung (I\) mit C^C^, multipliciren, 
dann in (P.) dem Index q die Werthe 1, 2, 3 beilegen, in (P.) ftlr qq' 
jede der sechs möglichen Combinationen zweier verschiedenen der Grössen 
1, 2, 3, 4 schreiben und schliesslich summiren, erhalten wir folgende Gleichung: 
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(III.) 



, «.+»'1» w.+»'/o' V— »i. ",-eiV' 

-Ff"''""" "'»~M jp('«'.+«'i. »i+M 

Setzen wir hierin «[ = 02 = 0, «i = t0,T, e, = totx und lassen dann t un- 
endlich klein werden, so erhalten wir die Gleichung 



Ff" "0 



d 



H>i 






ITa 



"0; .n 






Lassen wir, da alle F jetzt dieselben Argumente haben, die letzteren fort, 
so können wir die Gleichung ktirzer schreiben 

f dFg dF„ \ „ ( dFg,!, , dF„,„ 



(nr.) 



'"'"^"öiir"''" 



du. 



■W2 



) 



a«, "v "'v a», 

Aus (Iir.) folgt wegen der voUständigeD Symmetrie der Functionen F^ be- 
züglich der Werthepaare u^ U2 und u\^ t^ unmittelbar die Gleichung: 

^^'"^ ö<' •^^^ öi^T "^v -^^ l-ä;;^ «^1+ -öii;- «^^J 



(IIP.) 
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Bedenkt man nun, dass 

ist, 80 folgt aus (III\) und (IIP.) für die Function 

von tfi, «2, iij, U2 die Differentialgleichung: 

FamdS'-2SdF„n, = 0. 

Da 

\KKnf\+\K'K^ff\+\^anKnf\ = 1 (mod.2) 

ist, so kann man ftlr S auch schreiben 

und erkennt dann, dass die Gleichung 

FJS-2SdF, = 
flir jeden der vier Werthe a = 1, 2, 3, 4 gilt. Diese vier Gleichungen 
lassen sich nun aber, weil die Grössen F^ nicht in einem constanten Ver- 
hältnisse stehen, nur durch die Annahme S = befriedigen. 
Es ist also: 
(IV.) (-lf^'''''^Fl+(--lf<^''^'''^ = 0. 

§3. 
Die am Schlüsse des vorhergehenden Paragraphen aufgestellte Formel 
liefert uns unmittelbar drei Grössen, welche der Bedingung für die Rich- 
tungscosinus einer Geraden zu drei orthogonalen Axen genügen. Sind näm- 
lich e^f (off ^o" gleich ±1, und ist ferner 

y _ , :\^-o^onf I F^ 

^ -. ^ .|V'V"| Faf\ 



Fan, ' 

SO folgt aus der Gleichung (IV.) unmittelbar, dass 

ist*). Für o'" kann zwar eine beliebige der Grössen 1, 2, 3, 4 genommen 

*) Unter Voraussetzung des schönen Theorems von Caspary im 94. Bande dieses 
Journals S. 77 hätte man die Richtigkeit dieses Satzes sehr kurz beweisen können. Es 
handelt sich darin um 16 Coefficienten a^o einer orthogonalen Substitution von der Art, 
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werden; aber da man die Formeln fUr einen Werth ans denen für einen 
anderen dadurch ableiten kann, dass man die Werthepaare iii, tij und til, th um 
dieselben simultanen Halbperioden vermehrt, so empfiehlt es sich, wegen 
einer besseren Uebersicht für a''' den Werth 4 zu nehmen. Dann bleiben 
für a, &, a" die drei Werthe 1, 2, 3. 

Ausser von den Argumenten iii, U2 und u[j t^ hängen die Grössen 
y„ ^2? ^3 noch von den Grössen C^, C2, C,, C^ oder vielmehr von deren 
Verhältnissen ab. Setzt man 

4 = ±1, <-^il''^''l = e, und demnach C^ = e'^r\''^'\c^C,, 

so erhält man nach Gleichung (1.) des vorhergehenden Pan^aphen die 
Beziehung 

(l'O cl+(^+cl = 1. 

Femer ergiebt sich für y^, wenn man ^4 und ^4 gleich ^a setzt, der Ausdruck 

(a=:l, 2, 3) 

Aus den Gleichungen (IIP.) und (III'*.) folgen sofort zwei partielle 
Differentialgleichungen zwischen ya» Yo^y /o'^* Es ist 

d. h. eine ungerade Potenz von i, welche ihren Werth nicht ändert, wenn 
die Zahlen a, a\ o" cyklisch vertauscht werden. Wir wollen setzen 

^4:.; €1 — ^|A,^|+|A,AiH-|A^| ^ -^y 



dass für die vier Grössen |o = ^a^ö«^ die Gleichmig ^§J = AJ^x^ gilt. Nimmt man 
mm ffir die Grössen x^ solche Grössen C^, dass SC^ = wird^ so wird auch £§1 =0, 

und folglich gilt für die drei Grössen y^ = t -%i tt- (ß = 1> 2, 3) die Beziehung 

^ 0^4 C^ 
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Dann werden die in Frage stehenden Gleichungen 



(ö'O 



dya 



tp.+ ^tr, = fi\ro"(-^ 



dya> 



du, "-'^ du. 



du\ 



»1 



dya 



(5^) #-;+l?-^ = "•^-"(^-i+^-O-n'C^-'.+^-OI- 



du. 



«Pj 



)-n-( 



3y. 



o" 



du[ 



u>. 



dy, 



a" 



du' 



», 



l 



du, 



du. 



§4. 



Wie die Gleichnngen (5*.) und (5**.) erkennen lassen, stehen die Ab- 
leitungen der Grössen /„ in sehr nahem Zusammenhange mit dem Richtnngs- 
cosinns deijenigen Geraden, welche .aaf der durch yi, p'j, y^ bestimmten 
Richtung senkrecht stehen. Es sollen deshalb zunächst diese Ableitungen 
näher untersucht werden. 

In Gleichung (II.) setzen wir zunächst 

und erhalten dann mit Rücksicht auf 

\Xf„K<«\Mt^Ki<>\ = \Xf,>l„\+\fil„\ 
die folgende Gleichung 

- 6^(©;-e„ «i-«2),^„ d(t);+©„ ei+»2),j„i,i,„J 

X |(-i)i v'*<""id(«.+«;, «,+f4).^„ v^c«.-«;, ti»-t4).,„ V«." 



(ip.) 
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Ferner setzen wir in Formel (IL) 

dann ergiebt sich 

—^(«,'-»1, «i— «2)«j„'*(«i+«i, ei+«2),p,/,a 

x|(-i)i»*"*a'"i*(«.+«;, «2+i4).^„.*(fi.-«;, «2-«;^,^,, 
+(_i)i'e'^«i^(„^_„;, «,-«;).^„,^(«,+«;, «2+«i).^,i,,„„(. 

Endlich setzen wir in Formel (IL) 

nnd gelangen nnter der Voranssetznng, dass a einen der Werthe 1, 2, 3 
hat, damit zn der Formel (IP.): 

29* 



(ir.) 



^aiti} 



''cfff 



(11%) 
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(_i)M«e+vH''|^>(«;+»;, «;+»;),,A„ -*(«;-«;, «i-^^w» 

-(- i)i"f ''""I ^(«1+«;, «2+«2).^,^«.-«;, fh-v^\„i,,j 

X |(-l)l'«"'«'l ^«,-«1, «2-«2),^, A«l+«1, ^■^\,X„l,,n 

Man sieht leicht, mit welchen Factoren man die drei Gleichungen 
(n\), (11%) und (IP.) zu veraehen hat, damit die linke Seite in die linke 
Seite von (IV.) übergehe. Die rechte Seite wird sehr viel Übersichtlicher, 
wenn wir ausser Ci, Cj, c^ sechs andere Qrössen a^, b^ einführen, welche 
im Verein mit Ct, c,, c, die Bedingungen für die Richtungscosinns zweier 
congmenten Coordinatensysteme befriedigen. Dann wird 

C,',(-l)IV"'l+C,'„(-l)IVl = _(_i)M(c»„+c^,)CJ 

= H-^P'^C.ial^K) = -(-l)l''*''l(«e+«'^)(«.-«"*.)CJ- 
Ist femer 

* ~ "il«i/'H-l«2/'l+l«i/'l ' 

SO wird 

Mit Hülfe dieser Beziehungen erhält man aus (II*.), (U'.), (IP.) die aieichnng 
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A 






(V.) 



ONI 



ein 



(V.) 



'^ \u\+v\, «;+p;>'/ V.-»;, <-•,;>'„,„ 

xi £ (-iy<''«""i'«ri'f''i6;(a,-ic'6,) 

X| 2; (-l)''''»"'lVl'e^«'lc;rl"'^l(a,+w'A^) 

X| ^Jf (-l)'''''""l'«-'l'e'«'le;r''f''l(a,+«e'^) 

Xd(«;+i>„ e;+«2X^Va»'^(*'»+«i' «2+«i).,A,».,J. 
Wird nun v| = «2 = 0, v, = tOiT, «j = (P2T; so erhSlt man für limr = die 
GJeichang 

= -2(-l/''"l^<'CJl^J^/-l)l^*'''''^--|'*^U;(a,+.V6,)A^.^d(«+«U+«i).^| 

_2(_l)V'|^.(«|^rl'«''l<(a,-ia'6,)A^.^d(«,-«;, «,-«;).^| 



« 

N 



y 



(IV.) 
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Da nuD F^ und F^,n bezüglich der Werthepaare u^ u^ und u^^ th völlig 
symmetrisch sind, so erhält man weiter die Gleichung 

-''<' !["'• :^ +«'« -^] ± [«'» ä|- +«'^ -^]l '^-" 

= -cK-i)'""'''! _-s (T i)''^''""'rivu;(a^+i,'6 )A^ d(«.±«;, fH±^)A 

Ans dieser Gleichung erhält man unmittelbar die Ableitungen der Grössen 
y^ bestimmt durch die Gleichung: 

2:(+i)Mrl'e^i4(a,±u-fc,)A^.^»(ti,+«i;, «,±«1;),^ 

§5. 
Die Richtungscosinus a„, ß^ (a = 1, 2, 3) zweier Richtungen, welche 
auf einander und auf der durch ^i, /21 ^3 bestimmten Richtung senkrecht 
stehen, genügen bekanntlich, wenn das durch die drei Richtungen bestimmte 
Axensystem zu dem System der drei Coordinatenaxen congruent ist, den 
Gleichungen 

WO € einen beliebigen der Werthe +1 oder —1 bezeichnet, und a, 0', 0" 
eine beliebige cyklische Vertauschung der drei Werthe 1, 2, 3 darstellt. 

Durch die vorstehenden Gleichungen sind die a^+ieß^ bis auf einen 
allen drei Grössen gemeinschaftlichen Factor bestimmt. Kennt man irgend 
ein System von Grössen 5li, 5I2, % welches den vorstehenden Gleichungen 
genügt, so darf man demnach setzen: 

a„ + ieß^ = K^a (« = 1,2,3); 

es dürfen hierbei gemeinschaftliche Factoren der Grössen ^^ einfach unter- 
drückt werden. 
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Nun ist aber nach Gleichung (5'.), (5^) 

= T«^,.[(-^e,+-^».)T(-l^".+^-o! 

wo 6 den durch Gleichung (4.) bestimmten Werth hat. 

Behält man diesen Werth für £ bei, so kann man nach den obigen 
Ausführungen und mit Rücksicht auf Formel (6.) setzen 



(7.) 



Ausser den schon angefahrten Gleichungen müssen die Grössen a„, ß„ noch 
der Gleichung 

genügen, welche uns eine Bestimmung der Grössen S gestattet, während 
u^ unbestimmt bleibt 

Um nun S wirklich zu ermitteln, müssen wir vor allem den Ausdruck 

auf eine passende Form bringen. 

Wir betrachten zunächst den Theil, welcher die Grössen «^ nicht ent- 
hält; wegen [A^/i|+|x^i^|— |x^.a[^0(mod.2) wird derselbe: 

Als Function von tii, Uz kann man den vorstehenden Ausdruck schreiben 

Setzen wir jetzt für ti], th das zum Index x^, gehörige System simultaner 
Halbperioden, so erhalten wir 
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Ist zunächst (f' — 4e, 80 erhalten wir 

5U = 2&'(u[, 14); 
wird q' dagegen gleich irgend einem q von 1, 2, 3, so ist 

Anf diese Weise ^giebt sich für die in Frage stehende Snmme 

Ausser dem eben besprochenen Bestandtheil kommen in dem zu 
transformirenden Ausdrucke Glieder von folgender Form vor: 

WO Q, q' zwei beliebige von einander verschiedene Grössen ans der Reihe 
1, 2, 3 sein sollen; die noch übrig bleibende dieser Grössen möge q'' sein. 
Dann können wir stets annehmen, dass q, q', q*' eine cyklische Vertauschnng 
von 1, 2, 3 darstellen. Es wird also 

nnd 

In Folge dessen kann der in Frage stehende Ansdrnck geschrieben werden 
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Die erste der beiden hier auftretenden Summen ist bezOglich «i, ti2 gerade 
oder ungerade, je nachdem |^^.t^| + |^^r^| congruent oder 1 ist; wir dürfen 
sie daher setzen 

wo X irgend einen der drei Indices ^i, I21 ^3 bezeichnet Wir bestimmen 
zunächst S. Indem wir Ua = (^^^ setzen, erhalten wir 

Aus der Thatsache, dass die drei von uns y^ genannten Grössen der Be- 
dingung 

genügen, folgt aber die Formel: 

(_l)''l''.V^(„„ u,\^^»{„,, u,\^„»(u[, f^\^,&(u\, «i),^,^ 

= ^^j-iy<'i"'*''*'"i*"'i^(«., ih\,»{u,, »,\,,»(u\, ^\,&{u[, «;x^„„, 

welche fttr u^ = a>« übergeht in: 

Es ist demnach 33 gleich Null. Wegen der Symmetrie bezüglich der Werthe- 
paare tii, th und u\^ th kann man also schreiben: 

= mi*(«;, th\^^»{u[, «iX^,^*(«„ «,).j^^(«i, «2),^,^. 

Hierin setzen wir «„ = a)f^, ai = ö>A„,; dann wird links das Glied mit a" 
gleich Null; die beiden anderen werden einander gleich, ond wir erhalten 



/'IXpXff 



ffl = -4(-l) 
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Indem wir jetzt in der soeben bewieseneu Qleicbong 

+4(_l)''lv*'^(„;, «;x^^^(«;, ii%^„»(u^, thX^^&(H,, th\^„ 

die beiden Werthepaare «„, «1 nm die Periode m^ ^ vermehren j erhalten 
wir eine andere Gleichung: 

welche mit der ersten zusammen fttr den Ausdruck auf den letzten Zeilen 
von Seite 232 die einfache Form 

4(_l)''^''e'.;e;,c,c,,rlVl-IV''l^(«;, u;,X^»(u[, «i).^„^^(«., fhX^,&(u,, u,\^„ 

ergiebt. 

Nachdem wir die einzelnen Bestandtheile von 

umgeformt haben, erhalten wir für diesen Aasdruck selbst den Werth 

Demnach ergiebt sich mit den nnter (7.) (S. 231) angegebenen Ausdrücken 
die Formel 

Soll das gleich 2 sein, so muss S^ einen der Werthe +1 haben. Wir 
dürfen, indem wir u^ nöthigen Falles um in vermehren, S = +1 setzen und 
erhalten dann zur Bestimmung der Cosinus derjenigen Richtungen, welche 
mit der durch die Cosinus ;^i, 729 /s bestimmten Richtung ein dem Ursprung- 
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liehen congnientes Axensystem bestimmen, die Gleichungen 



(8.) 



* * (o = 1. 2. J) 

in welchen gleichzeitig die oberen oder die unteren Zeichen zu wählen sind. 

§6. 
Der Zusammenhang zwischen den nenn Grössen a^, b^, c^ einerseits 
und den Grössen a^, ß^, ya ist insofern reciprok, als sich die zuerst ge- 
nannten genau in derselben Weise durch die letzteren darstellen lassen, als 
diese durch jene. Damit die durch die Formeln (3.) dargestellten Grössen 
/i? ^2? ^3 der Gleichung 

fi+rl+rl = 1 

geuttgen, sobald nur 

d+cl+ci = 1 

ist, müssen die folgenden Gleichungen gelten: 

(_i)''i'*'*'^(«;, «i),^„j>(«;, «i\„^(«„ «,),^*(«., u,x^„ 

-^£J-lf'\'e'^'^\''"'\»(u[, u^.^,^»(n[, «;),^,,.^(«„ «,X^a„^(«., fh\,,„ = 0, 

(e + *' = 1. 2. J. «) 

Mit Hülfe dieser Beziehungen erkennt man unmittelbar die Richtigkeit der 
folgenden Gleichungen 

^=1,2,3 *• ''^ 

30* 
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Bedenkt man, daas 

l^oj«|+^a|.« = f*\K+h (mod.2) (. = 1,?,» 

\Xgfi\+fi\x^ = *f|j"+l, (mod.2) (e=i,j,j) 

\Ku\ + \x^fi\+l,\z^ = ^,\K (mod.2) (*:';^;;) 

ist, 80 erhält man hieraas die folgenden Aasdrttcke für Ci, C}, c,: 

(9.) (-i)''^"'*(«;, «;),,;.*(«„ «,)x,^+^ J^*<r(-i)''*i'''ri'<'-iy„*(u;, «;)y„^(«„ «,).,». 

^ *(«;, «;)^(«., «,)+ ^, e„(-i)''|^-riviy„^(«;, «;)^i,^(i.., «,)wa 

Diese Formel geht aus der Formel (3.) dadurch hervor, dass gleichzeitig 
das Grössensystem Ci, C2, c^ mit y^^ y^^ y^ und das System der x^ mit dem 
System der A^ vertauscht ist. Da nun aber die beiden Indexsysteme völlig 
gleichberechtigt sind, so kann man an die neue Formel dieselben Folge- 
rungen knüpfen wie an die Formel (3.). Demnach müssen sich die Grössen 
öo + ««'Ä^ iö folgender Weise darstellen lassen: 

Die Grösse % ist natürlich durch u^ bestimmt; wir erhalten die Be- 
ziehung zwischen beiden, indem wir in Gleichung (10.) die durch (8.) ge- 
gebenen Werthe von a^±ieß^ einsetzen. Aus den beiden ersten Gleichungen 
dieses Abschnitts erhält man aber, wenn ti« = cd^, u^ = a>^+tt?« gesetzt wird, 

80 dass 

fa +.,'A>) = (a,±it'b,)9l9\u, ±u\, «,±»;)„e±-(».+-ii) 

0=1,2,3 

wird. Man erkennt nun leicht, dass 
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ist, and erhält schliesslich zwischen th und u^ die Beziehung 



§7. 
Variirt man in den unter (3.) und (8.) aufgeführten Ausdrücken die 
Elemente aus welchen dieselben gebildet sind, so erfahren die neun Rieh- 
tangscosinns a„, ß^, y^ ebenfalls Variationen, d. h. die Axensysteme, welche 
diese Richtungscosinns bilden, ftthren eine Drehung gegen einander aus. Wir 
wollen im Interesse einer leichteren Ausdmcksweise die beiden Axensysteme 
als das erste und zweite in der Weise unterscheiden, wie es die nachfolgende 
Tabelle angiebt: 



1. Axe 


2. Axe 3, 


. Axe 


des ersten Systems 


«i 


«» 


«j 


/?. 


A 


A 


n 


y» 


yj- 



1. Axe des zweiten Systems 

2. . - . 

3. - - . 

Wir stellen ans die Aufgabe, die Componenten der Drehung des ersten 
Systems gegen das zweite zn bestimmen, welche einer gewissen Variation 
der Argumente entspricht. Wir können diese Drehung aus drei Bestandtheilen 
zusammensetzen, von denen der erste von der Variation der Argumente 
t»i, fii3, ti3, der zweite von der Variation der Argumente i^i, t^, und endlich 
der dritte von der Variation der neun Grössen a^, 6^, c^ herrührt Die 
nach den Axen des ersten Systems genommenen Componenten sollen sein 

Pn P2 , /?3 ? 

Während die nach den Axen des zweiten Systems genommenen Componen- 
ten durch 

P. (?, Ä, 

P\ Q\ ß', 

P\ Q\ R" 

bezeichnet werden sollen. 
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Ist a, a'y a" irgend eine cyklische Permntation der Grössen 1, 2, 3, 
so nrnss sein: 

Nach Gleichong (5.) am Ende des § 3 S. 226 ist aber 



9y. 



^,^+|^^«, = _«j,,,(-^^„^+^rfe.)-,..,(^cr«.+ |^,y«,)|. 



Demnach mass 



P" = -<^^^^'^w;^^)+^Y' 



sein. Die Grösse l hat eine einfache Bedeutung;; sie ist 
Nun hat man aber nach bekannten Regeln 



<y=l,2,3 



du^ ^ Öll, Ötl, 



4j?,(°.+"«i^^=^^*''.+^T?^<'-+^^^^s^^">l 



Wir wollen zur Abkürzung den gemeinschaftlichen Nenner der neun 
Grössen a^, ß^, y^, d. h. den Ausdruck 

gleich N setzen; dann lehrt ein Blick auf die Formel (8.), dass (a„+i6ß^)N 
nur von den Summen »i+ti'i, ff2+«4, aber nicht von den Differenzen «i— nI, 
fi2— f4 abhängt, und dass umgekehrt {oL^—i^ß^)^ eine Function von tii— «1 
und th—^ ist. Es ist also 

— äir^ — = + — Wa — ''^'''' 

oder 

Femer ist 

— dir, — 67, ^-öir+-e;ir>'^"''~**'^<'^ ' • ' 

und 
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Mit Httlfe dieser Fonneln erhSlt man fUr R den Werth 
nnd dann ferner 



„ . / dluN . , dlnN . N , » 

^ ^ ~*^\ du' <^»i+~ä;^^"^J+^"*^ 



Bezeichnen wir den Ansdrack 

durch (^/(tfl, f4), so können wir die vorstehenden Gleichungen folgender- 
massen schreiben: 

^"*' (<T = 1. 2,3) 

Die nach der ersten und zweiten Axe des zweiten Axensystems genommenen 
Componenten der Geschvrindigkeit erhalten wir aus den Formeln 

welche wir zusammenfassen in: 

Nach Formel (6.) S. 230 and (8.) S. 235 erhält man, wenn 

gesetzt wird, 

ö«, ^*^+ du, '^^ 

£(-lfe''li-\''i''\t'^(a,+U'b,)d9,»(u, +u\, «,+«',). 
= -ieKa,-ieß„)e^^ ^ '- 



a 



N 
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Demnach ist 

C13M P + ieO = + ^^^^ — - 6-^ 

Bei der voUattlndigen Symmetrie bezüglich der Werthepaare «i, U2 
und ttl, th können die sechs Grössen /?!, pa, /^s^ Ä', P', Q' aus den durch 
die Formen (12.) und (13.) gelieferten Werthen unmittelbar durch Ver- 
tauschung der Grössenpaare «i, tfj und »1, th abgeleitet werden, und brauchen 
deshalb nicht in extenso aufgeführt zu werden. 

Die Drehungscomponenten, welche einer Variation der neun Grössen 
a^, b^j c^ entsprechen, lassen sich am besten ausdrücken, wenn man die 
durch folgende Gleichungen bestimmten Grössen einführt: 

dann wird 

^c, = +-^(^+ie'a)(a^-,V6,)-^($-tVD)(a,+ia'6^), 

<J(ö,±i«6,) = ±ia'5R(a^±i«'6^) + t6'($±te'Cl)c^. 
Wir bezeichnen nun die Variationen der a^, /9^, y^, welche von einer 
Aenderung der Grössen a^, b^, c^ herrühren, durch das Zeichen &" und 
schreiben also 

wo nach Belieben das obere oder untere Zeichen benutzt werden kann. 
Das Resultat wird ein Ausdruck von der Form 

^gi+Ä(5p+u'Ci)+Ä'(^-«>'ci) 

sein. Den ersten Theil können wir bestimmen, indem wir $ und O gleich 
Null annehmen; dann wird ^"(a^±i«'6^) = ±i«'9l(ap±ie'6^) und in Folge 
dessen S"{oia±i^ßa) — ±i^'^(^a±i^ßa)' Demnach wird der erste Theil 
gleich 

Um den Bestandtheil mit ^+t£Xl zu bestimmen, benutzen wir in der Aus- 
gangsformel für Ä" die oberen Zeichen. In ot^—ieß^ kommen nur die Aus- 
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drücke a^—iB'b^ und c^ vor; die Variationen der ersteren enthalten die Grösse 
$ + t£0 nicht, nnd können bei Bildung des in Frage stehenden Theiles 
einfach gleich Null gesetzt werden. Die Grössen c^ treten nur in dem ge- 
meinschaftlichen Nenner auf. Bezeichnen wir den Theil der Variation von 
c^, welcher ($+t«'D) enthält, mit Jc^, so ergiebt sich 

Ci (7=1,2,3 ?= 1,2,3 OCq ^ 

. ^ dlnN -s 

Auf ganz ähnliche Weise erhält man 

B'(^-h'D,) = J^($-.va):s-^j5^(o,+M'6,). 



Indem wir die drei Theile zusammenziehen, gelangen wir zu der Formel . 

oder, wenn wir 
setzen, 

(14'.) R" = ee' ?^^ . ^ i- . 

ß= 1,2,3 ^ «^ 

Um P"±i€Q" zu bestimmen, gehen wir aus von der Gleichung 

Das Glied, welches von der Variation des Nenners herrührt, fällt fort. In 
dem Zähler ist a^±i6'b^ nach der Variation zu ersetzen durch 

Man erkennt also, dass das mit fR behaftete Glied von S'\a^±xBß^) in 
±t€'(öa±««/^<r) übergeht; deshalb muss 91 vollständig aus F' tisQ'' ver- 
schwinden, und diese Grösse selbst den Factor Jß + te'Cl erhalten. Setzen 
wir nun in leicht verständlicher Abkürzung für die nächste Entwickelung 
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MO erbalten wir 

Den vorstehenden Ausdruck können wir zunächst beträchtlich vereinfachen 
in Folge der Beziehung 

welche für jedes System von Richtungscosinus a^, 6^, c^ erfüllt ist. Sind 
zunächst e, p', p" die drei Zahlen 1, 2, 3 in irgend einer cyklischen Ver- 
tauschung, so kann man 

Cp = 1, a^i = 1, b^,i =^ 1 

und die sechs übrigen Grössen gleich Null setzen. Das giebt 

f |c,+«;ri''^''ic„j |<,ri''^"'is„^.,±.;„.'«ri'^"''is„^j = o 

oder 

f ic„+4ri''^''ic„j|s„^,±<ri'^''i(-i)''^"'^';i''*''c"s„^j = o. 

Dies zerföUt bei der Willkür vou e'^ in zwei Gleichungen: 

O V O s ff 

Mit diesen Beziehungen und ähnlichen, welche hieraus durch cyklische 
Permutation der Indices p, q\ p" hervorgehen, erhält man zunächst die 
Gleichung 

und dann 

Damit dieses nun für jedes beliebige System von Richtungscosinus gleich 
Null werde, müssen die drei Ausdrücke (— 1)'''^^' 2! C^^S^^ einen gemein- 
schaftlichen Werth haben, welchen wir mit L bezeichnen wollen. Dann wird 

P"±ÜQ" = eB'^^^{L+ £ e'^c.r^^"^ 2 C<,sJ. 

Es können aber die Summen 
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und 

beträchtlich vereinfacht werden. Zunächst kann man den Ausdruck 
insofern er eine Function von u ist, schreiben: 

Setzen wir hierin für u^^ th die Halbperiode o)^ x^ßj »o erhalten wir 
oder 

Daraus folgt unmittelbar die Gleichung 
B^&(u[, th)&(u,, tti)d(«, + ai, «2 + «;)^ 

deren rechte Seite gerade gleich L ist. Vermehren wir hierin u um +ö>,^;, 
und »' um +(0x /<> so erbalten wir die Gleichung 

Demnach ergiebt sich 

P"±UQ" = ee'^^l^9,9(tt,±u[, u,±u;,X 
oder ausführlicher geschrieben 

F'±uQ" = «'(^±»«'0) 

^^^(«.±«'..t/,+M;)^ 



(l4^) 



X 



i^(«'„ «;)*(«„«,)+ ^^*^c,riv''i(-iyi''?d(«'., «;),^*(f.„ «,).^ 



Ans R", P" und P" erhält man die Grössen pä vermittelst der Formeln 

p': = Ä'>,+K'"'+»'*(?")(«a-»'*/?.)+iC/"'-»«P")(«»+««/?J 
Da mir eine nennenswerthe Vereinfachung des Resultats bisher nicht ge- 
glückt ist, so ist es nicht nöthig dasselbe in extenso aufzuführen. Dagegen 
soll eine andere Formel mitgetheilt werden, welche für die hydrodynamischen 
Aufgaben von Wichtigkeit ist. 

31* 
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F. Kotier, über Theiafunctionen. 



Um die fortschreitende Bewegung eines Körpers in einer Flüssigkeit 
zu bestimmen, muss man in den beiden oben erwähnten Fällen, welche 
sich durch Thetafunctionen darstellen lassen, den Ausdruck 



^..r.\i^'<+'^''^+f^ 



0=1,2,3 



de. 



fsfj s^ff ^n 

oder kürzer £y„&p„ auf die Form <W — -q — <^«i+-g — <J«?+-g — d*h brin- 
gen. Diese Aufgabe lässt sich allgemein lösen. Es ist nämlich 

^ro^'Po = d'(2p„ro)-^Pod'ro 

+ -^ 2d'{a„+Uß:)d(a„-uß„)-2pJ'y„ 

= -J-rJU(«<,+»-«/?<,)(l'(«,-'>Ä)l 
. + li:(<^o+i^ßa)SXa„-Uß,)-\iP+hQ)2yJ\a„-iBß;) 

^ a a 

^ a o 

-^lRy„+^(P+isQXa,-ieß„)+^(P-ieQXa„+ieß,)\dy, 

+ -l.ä'2((a„ + iBß,)(a„-üß,)-rl)-:^(P+ieQ)<i':SCa„-ieß„)ro 

-^(P-UQy2(a„ + ieß„)ro- 

Bis aaf das erste werden nnn sämmtliche Glieder gleich Nall and also er- 
halten wir, indem wir berücksichtigen, dass 



ti 



-^:S(a„ + ieß„)d'(a„-hß„) = R + R" 



ist. 



(15.) 



dpa 



0=1,2,3' ^ OK, du\ 



'z^- z 



e= 1,2,3 






K) 



d(R' + R") . , d(R' + R") . 
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§8. 

Aus den eben entwickelten Formeln erhält man nun die Lösungen 

der oben erwähnten mechanischen Probleme, indem man den Grössen a^, 

^9 9 ^^9 ^1? ^2 constante Werthe beilegt und für die Grössen Hi, th^ u^ lineare 

Functionen der Zeit (Oit+bi) setzt. Führt man an Stelle von c^, Ca, (h die 

Grössen k^ = c^ '\ ^ '^^ ein, so nimmt y^ die Form an: 

und p„ wird: 

Po = ^.il*""! 

^rs 1,2,3 ^ 

WO ^/"(tin tii) zur Abkürzung für 

^ dt? ^ du' r*^3/W7 ^) 

gesetzt ist. 

Werden nun für die Grössen Äj, Ä2, A3 constante Werthe und für die 
Grössen iij, ul^ Functionen eines Parameters t gesetzt, welche der Bedingung 
genügen, dass cl+cl+cl^l oder 






ist, so werden die auf einen Index bezüglichen Grössen y und p, insofern 
sie Functionen von / sind, homogene lineare Aggregate von vier Functionen 
dieser Grösse. Legt man nun dem Parameter r vier verschiedene feste 
Werthe bei, so wird man für jeden Index a je vier Grössen y und p er- 
balten und es werden sich im allgemeinen die vier Grössen p homogen und 
linear durch die vier Grössen y darstellen lassen. 
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Es gelten aber die Differentialgleichungen 

und demnach genügt das von den zwölf Grössen y gebildete Grössensystem 
einem solchem System von Differentialgleichungen, dass die Ableitung jeder 
zu einem Index a gehörenden Grösse eine bilineare Function der beiden 
anderen Gruppen von Grössen y ist. 

Auf dieser Eigenschaft der Grössen y, einem System von Differential- 
gleichungen der beschriebenen Art zu genügen, beruht meines Erachtens 
die Brauchbarkeit der entwickelten Formeln zur Darstellung verschiedener 
Bewegungen eines starren Körpers. 
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Ueber einige Arten singulärer Punkte 
von Kaumcurven. 

(Fortsetzung und Schluss der Arbeit aus Heft I dieses Bandes.) 
(Von Herrn Alfred Meder in Dorpat.) 



V. 

Projection eines Punktes auf seine Schmiegungs-, rectificirende und Normalebene. 

§17. 

W ir wollen in diesem Abschnitte die schon von Staudt und Wiener 
durch geometrische Betrachtungen gefundenen Projectionen eines Punktes 
einer Raumcurve auf seine Schmiegungs-, rectificirende und Normalebene 
auf analytischem Wege herleiten. Zu diesem Zwecke denken wir uns die 
Art des betrachteten Punktes nach der Bezeichnungsweise von § 15 wieder 
durch die folgenden Gleichungen definirt: 

(2.) 
(3.) 
(4.) m>2f»-l, p^2i»-«+l. 

Es seien fUr diesen Punkt, den wir als mit dem Coordinatenanfangspankt 
zusammenfallend annehmen wollen, die Coordinaten nnd ihre Ableitungen 
bis zu einer so hohen Ordnung hinauf eindeutige, endliche nnd stetige Func- 
tionen des Parameters t, dass wir die Taj^/orschen Entwickelungen für dieselben 



x' = x" = -- 


. = x'-> =0, 


x(-+') ^ 0, 


A=Ä = - 


• = ^"-> = 0, 


^(m+I) ^ 0, 


J= j' = .. 


. = ^(rt = 0, 


^(i.+') ^ 0, 



(5.) 



X = x„t+x„ -ä-+x',, -^-\ , 



2 ' " 3! 






mit einem solchen Gliede abbrechen können, dass alle ans den Coor- 
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dinaten gebildeten Ausdrücke, die wir gebrauchen, bis zu einer so hohen 
Ordnung hinauf, als sie in unseren Entwickelungen auftreten, ebenfalls ein- 
deutige, endliche und stetige Functionen von t sind. 

Wir müssen nun versuchen, das Coordinatensystem so zu legen, dass 
in den Reihen (5.) für a?, y, z möglichst viele von den ersten Gliedern 
wegfallen, wir werden sehen, dass dann die Schmiegungs-, rectificirende und 
Normalebene mit den drei Coordinatenebenen zusammenfallen. Die Coor- 
dinaten dieses zweiten Systems seien X, Y, Z und mit den Coordinaten des 
alten Systems durch die folgenden Transformationsgleichungen verbunden: 

y = ct2x+ß2y+r2h 

wobei die Determinante aus den Coefficienten a, /3, y gleich +1 ist. 

Setzt man die Werthe von ar, y, & aus den Gleichungen (5.) ein, so 
erhält man 

X = 2: (a.xir+ß.ylr'+r^^n-^. 



(6.) 



y=hi,.^ 



y = -I («,x(;>+/?,yf;)+y,8(:>)^ 



•-=1.2, 



V\ ' 






wobei die Reihenentwickelungen wiederum für ein so grosses Intervall 
gelten, dass wir sie mit einem solchen Gliede abbrechen können, dass alle 
in unseren Betrachtungen vorkommenden Grössen eindeutige, endliche und 
stetige Functionen von / sind. 

Die Axen des neuen Coordinatensystems sind bis auf die Unter- 
scheidung der positiven oder negativen Richtungen vollkommen festgelegt, 
wenn man zwei Gleichungen von der Form 

^ ^^ \ aMr'+ß.y\r'+YMf" = 

und eine Gleichung von der Form 

(8.) «,xf;>+/?,yfrHy2Äf;^ = 

ansetzt, wobei weder alle iten, noch alle /iten, noch alle i'ten Ableitungen 
der drei Coordinaten gleich Null sein dUrfen und ausserdem mindestens eine 
der drei folgenden Determinanten von Null verschieden sein muss: 

\P»J Jru *(i sfu «0 9 *t) x^^ «0 x^) y x„ jf„ — Xx) Jfu . 
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Aus den Gleichungen (7.) findet man offenbar, wenn nicht alle Deter- 
minanten (9.) verschwinden, das Verhältniss der Richtungscosinus der X-Axe 
bezogen auf das alte System. Durch die Gleichung (8.) zusammen mit 
der Relation «102+ A/^a+^i^a = wird auch das Verhältniss der Richtungs- 
cosinus der y-Axe bestimmt. Nimmt man eine der beiden Richtungen der 
JC-Axe als die positive an und thut dasselbe mit der F-Axe, so ist das 
neue Coordinatensystem in der That vollkommen festgelegt, da es mit 
dem ursprünglichen congruent ist. Welche von den beiden Richtungen der 
-Y-Axe und der F-Axe als die positiven angenommen werden, ist für die 
folgenden Betrachtungen gleichgültig. 

In dem für X aufgestellten Ausdrucke (6.) verschwinden wegen der 
Bedingung (1.) nachstehende Glieder: 

«liJCü i-ßiy'u +yiÄo = 0, 
«lÄ^ü +ßiyö +^Äü = 0, 



Aus der Bedingung (2.) folgen nach Satz I (S. 57) die Proportionen: 

^(n-t-l) . „(nH-1) , -(n + l) _ ^(»+2) . ,.(«+2) . -(n+2) _ . . . _ ^(m-iif2) . ..(m^n+2) . (m-iH-2) 

Setzt man den folgenden Ausdruck gleich Null: 

(10.) ayr''+ß.yir''+r,^lr^'' = o, 

80 besteht also auch das System 



Wir setzen zur Bestimmung der Y-Axe noch die folgende Gleichung an: 

(11.) «,4'"""^^^+/5iyi'"~*'*'^+yi4""''"^'^ = 0. 

Aus den Bedingungen (1.) und (2.) folgt nach Satz II (S. 59): 

Die (2»i— «-f-2)*te Ableitung von J reducirt sich nach § 5 auf die naph- 
^tehende Determinante: 
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,4"-^'> 


yir'' 


«0 


+3 xfr-'*'^ 


j^(«-„.3) 


.(«-»•+3) 




yO.-..4) 





V(2in— /I + 2) JL2m-n+2 



Ist z/,^^^"*"""^^^ = 0, 80 kommt zu den Gleichungen (10.) und (11.) noch die 
folgende hinzu: 

Es mögen für einen Punkt der Curve die Gleichungssysteme (I.), (2.) und 
ausserdem das nachstehende erfüllt sein: 

und es sei eine Folge derselben das Bestehen der Gleichungen 

«i^i -\-ßiyl) +/1Ä0 = 0, 
«la?;,' +ßiyll +/i«(V = 0, 



(12.) 



«i4^-"'^^^+/:?i»i^~'-^^Hyi4^""'^^^ = 0. 



Ist dann ausserdem ^^'^ = 0, so tritt zu diesem System die folgende Glei- 
chung hinzu: 

(13.) a,x^^--^'^+ß,y}r"'^'^+ri^^r"'^'' = o, 

denn die ^te Ableitung von J 



Af' = -sn,v 



^(Ai) ,//<) «C^) 

•*'0 Vd «i\ 












I •i'o Jro «U 1 



reducirt sich wegen der Bedingungen (1.), (2.) und (12.) auf ein einziges Glied: 



•*'0 






«(« + 1) 



^(9) _« ^7 ) ^(w-ii+3) (m_n4-3) (m-n+3) 

I ^(v-m+2) ..(9-"' +2) (j_,„ + 2) 

•*'U Jro ^(j 

woraus das Bestehen der Gleichung (13.) folgt, da in dem System (12.) die 
beiden Gleichungen 

enthalten sind. Da die Gleichungen (12.) richtig sind für ^—1 = 2m—n+2j 
so gilt unsere Behauptung für jedes beliebige q^ welches grösser oder gleich 
2m— «+2 ist, folglich auch für g' = p; es fallen also, wenn die X-Axe 
durch die beiden Gleichungen (10.) und (11.) bestimmt ist, in dem Aus- 
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drucke (6.) für X die nachstehenden Summanden weg: 

«i4' +ßiyll +yi«ü = 0, 



Aus den Gleichungen (10.) und (11.)? welche die -X-Axe bestimmen, folgt 

Die einzelnen Determinanten in diesem Ausdrucke sind jedenfalls nicht alle 
gleich Null, denn dann wären nach Satz I auch A^'^-^'\ 8^""^'^ (?'»+'> gleich 
Null, was nach (2.) ausgeschlossen worden ist. Die -Y-Axe ist also voll- 
kommen bestimmt und für Punkte der Curve ist 

wobei die (p — iw+ 3)- te Ableitung einer der drei Coordinaten x, y, z sicher 
von Null verschieden ist, da sonst ^S^"^'^ gleich Null wäre, was der Voraus- 
setzung (3.) widerspricht. 

Von den Gliedern in dem Ausdrucke (6.) für Y verschwinden wegen 
' der Bedingung (I.) die folgenden: 

«2^0 +ßzyl! +72«U = 0, 



,Gfe 

c^2xir^+ß2yi''^+r2^fr^ = 0. 

Es muss zur Bestimmung von «2, /Jj, ^2 noch eine Gleichung angesetzt werden: 

(^2a:ir'^+ß2yir'^+r2^ir-^'^ = o. 

-1 ^ Dann verschwinden infolge der Bedingungsgleichungen (2.) in dem Aus- 
drucke ftlr y noch die Summanden 

a^xir'' +ß2ylr^'' +72^^'' = 0, 

c^2xir'^ +ß2yir^'^ +rMr'' - o, 
-«-' 

gleif> 

^\^. a,x^r''^'^+ß2ylr''''^+r-2^l"''''^^ = o. 
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Y nimmt die nachstehende Gestalt an: 

wobei die (w— ii+3)-te Ableitung einer der drei Coordinaten ar, y, ss sicher von 
Null verschieden ist, da sonst die (m+l)-ten Ableitungen von A, B, C gleich 
Null wären, was der Voraussetzung (2.) widerspricht. 

In dem Ausdrucke (6.) fHr Z fallen wegen der Bedingung (1.) die 
folgenden Glieder weg: 

(X3X0 +ßiyo +/3«ü = 0, 

a^xll +ßiyö +^3«'/ = 0, 



und wir erhalten 



«34"^+Ä»f,'*^+^*r = 0, 



z = ^ («34''HÄ»r+y3^f,''0-^- 

In dem neuen Systeme sind also die Coordinaten X, F, Z durch die 
folgenden Ausdrücke gegeben: 

(14.) , r = r-«-^^(6+/(...)), 

.z = r+^(c+K...)), 

wobei p— iw+3>iw--ii+3>ii+l ist und die numerischen Factoren a, 6, c 
von Null verschieden sind. 

§18. 
Die Gleichungen der Tangente an die Curve (X, Y, Z) sind, wenn 
man durch |, rj, X> die laufenden Coordinaten derselben bezeichnet: 

Y\^^X)--X\ri-Y) = 0, 

Da der Exponent der niedrigsten vorkommenden Potenz von t m X grösser 
ist als in Y^ und in Y grösser als in Z^ so erhält man fUr / = 0, also für 
die Tangente im Coordinatenanfangspunkt, ^ = ?y=:0, d. h. die Tangente ist 
die Z-Axe. 

Die Gleichung der Schmiegungsebene ist 

|.^-^ n-Y ?-Z| 
\ X' r 2' I = 0. 

I X' Y" Z" 
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Setzt man die Werthe 

wo Ol, 6„ Ci, 02, 62, C2 von Null verschiedene Conatauten sind, in die Glei- 
chung der Schmiegungsebene ein und dividirt dann die zweite Horizontal- 
reihe durch <% die dritte durch r^\ so erhält man 

Nacli den Gliedern der ersten Horizontalreihe geordnet und durch ^"— ^'•■+-' 
dividirt: 



(1-^) 






.+(C-Z)<''-"— +' 



= 0. 



Da die Exponenten />— 2»»+« und p—m—n+2 nach den Ungleichungen (4.) 
positiv sind, so erhält man für / = als Gleichung der Schmiegnngsehene 

im Coordinatenanfangspunkt 

I = 0. 

Wie wir gefunden haben, ist die Tangente an die Cnrve im Coordinatenanfangs- 
punkt die Z-Axe, also die Ebene Jf = die Schmiegungsebene, y = die recti- 
ficirende Ebene, Z = die Normalebene der Cnrve im Coordinatenanfangspunkt. 
Bestehen für einen Punkt einer Raumcurve, der der Coordinatenanfangs- 
punkt sein möge, die Relationen 

a:' = a;" = ... = a;W = 0, a>t-+'> ^ 0, ^ = ^' = ... = ^c») = 0, ^t^+'^^O, 

y' = j," = ... = j,(-) = 0, y(-+» ^0, B = B' = = F'"^ = 0, ßf™-^» ^ 0, 

a' = a" = ... = 8«) = 0, a'-+') 5? 0, C=C' =^'= C^"' = 0, C('"+'> ^ 0, 

j = j' = ... = ^(rt = 0, ^('•+" ^ 0, 

so können die Gleichungen der Curve auf die nachstehende Form gebracht werden: 

X = F-'»-*-'(a+ <(•••)), 

y = r-"+'(6+/("-)), 
z = r^"(c+/(-)), 
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wobei a^ h, c von Null verschiedene Constanten bedeuten, und es ist dann die 
YZ-Ebene die Schmiegungsebene , die ZX-Ebene die reclißcirende, die XF- 
Ebene die Normalebene der Curee im Coordinatenanfangspunkt. 

Aus den Ausdrücken (14.) findet man leicht die Projectionen der 
Curve auf diese drei Ebenen. Für die Projection auf die Schmiegangs- 
ebene erhält man z. B. 

Die Tangente an diese Projection ist die Z-Axe. Der Charakter der Projection 
des Coordinatenanfangspunktes auf seine Schmiegungsebene, also des Coordi- 
natenanfangspunktes in der FZ-Ebene, hängt von den niedrigsten in Y und Z 
vorkommenden Exponenten von t ab. Sind dieselben ungerade, so wechseln die 
Coordinaten, wenn / aus dem negativen ins positive übergeht, also im Coordi- 
natenanfangspunkt ihr Zeichen; sind die Exponenten der niedrigsten Potenzen 
von ^dagegen gerade, so behalten sie es. Es können folgende Fälle eintreten: 

I. w— « + 3 ist gerade, n+l ungerade. Y behält sein Zeichen, Z 
ändert es. Man erhält einen regulären Punkt, 

IL m— 11+3 ist ungerade, n+l gerade. Y ändert sein Zeichen, Z 
dagegen nicht. Man erhält eine Spitze. 

III. m— «+3 und n+l sind beide ungerade. Y und Z ändern ihr 
Zeichen. Man erhält einen Wendepunkt 

IV. m— fi+3 und fi+1 sind gerade. Y und Z behalten ihr Zeichen. 
Man erhält einen Schnabelpunkt, 

Für die Projectionen auf die rectificirende und Normalebene lassen 
sich analoge Betrachtungen anstellen. 

Aus den Ausdrücken (14.) für die Coordinaten kann man auch er- 
sehen, ob die Curve die Coordinatenebenen durchdringt oder nicht. Die Curve 
durchdringt die Schmiegungs-, rectificirende oder Normalebene im Coordi- 
natenanfangspunkt oder nicht, je nachdem die bezw. niedrigsten Exponenten 
von t in den Ausdrücken (14.) für X, V, Z von ungerader oder gerader 
Ordnung sind, denn im ersten Falle wechseln die Coordinaten ihr Zeichen, 
im zweiten behalten sie es. 

§19. 

Um die Projectionen des Punktes auf seine Schmiejjungs-, rectificirende 
und Normalebene in jedem einzelnen der acht singulären Fälle zu finden, 
muss man in den Ausdrücken (14.) «, m, p durch ihre in § 15 abgeleiteten 
Werthe ersetzen. 
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I. + + +. » = 2«, p-m+3 = 2y-2/9+3 ist ungerade, 
m = 2/?~l, m-«+3 = 2/9-2a4-2 ist gerade, 
p = 2^—1, 11+ 1 = 2a+l ist ungerade. 

Mau erhält als Projection des Coordinatenanfangspunktes auf seine Schmie- 
gungsebene einen regulären Punkt, auf die rectificirende Ebene einen Wende- 
punkt, auf die Normalebene eine Spitze. Die Curve durchdringt die Schmie- 
gungs- und Normalebene, die rectificirende Ebene dagegen nicht. 

Auf diese Weise findet man die schon bekannten Projectionen für 
jede einzelne der acht Arten von Punkten. Was die Durchdringung der 
drei Ebenen durch die Curve anbetrifft, so erhält man: 

Die Curve durchdringt die Schmiegungsebene in den Fällen 
I+ + +, IV+-- VI - + - VII-~ + * 
die rectificirende Ebene in den Fällen 

I1I+-+, IV + , V- + +, VI-+~, 

die Normalebene in den Fällen 

I + + +, II + + -, III +-+, IV+-~. 

§20. 

Ausgehend von den Ausdrücken (14.) kann man auch bestimmen, 
wie viele auf einander folgende Punkte die Curve im Coordinatenanfangspunkt 
mit ihrer Schmiegungsebene und Tangente gemein hat. Hat die Curve im 
Coordinatenanfangspunkt zwei auf einander folgende Punkte mit der FZ- 
Ebene gemein, so ist A*= JT' = 0, -X" ^ 0; hat sie drei auf einander folgende 
Punkte mit dieser Ebene gemein, so muss X — X' - X' := 0, .Y'" ^ sein 
u. s. f. Da für / = 

X = X' = = Jt (p— +^) = 0, JiC^^— +5) ^ 
ist, so hat die Curve mit ihrer Schmiegungsebene p—m+S auf einander 
folgende Punkte gemein. Die Curve hat also mit ihrer Schmiegungsebene 
eine ungerade oder gerade Anzahl von auf einander folgenden Punkten 
gemein, je nachdem sie dieselbe durchdringt oder nicht. 

Die Tangente geht, als Durchschnittslinie der Schmiegungs- und recti- 
ficirenden Ebene, durch m~«+3 auf einander folgende Punkte der Curve, da 

Y =: y = . . . = y(w»-«-4-2) _ Q y (m-i.H-3) ^ Q 

ist Die Curve hat mit ihrer Tangente eine ungerade oder gerade Anzahl 
von auf einander folgenden Punkten gemein, je nachdem sie die rectificirende 
Ebene durchdringt oder nicht. 
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Bei Einführung eines anderen Parameters r, der von dem ursprüng- 
lichen in folgender Weise abhängig sei: 

ändert sieh auch die Anzahl der auf einander folgenden Punkte, die die 
Curve mit ihrer Schmiegungsebene oder Tangente gemein hat Sie bleibt 
aber gerade oder ungerade, wie sie es früher war, wenn a ungerade ist 
Ist a dagegen gerade, so hat die Curve für t = mit ihrer Schmiegungs- 
ebene und Tangente stets eine gerade Anzahl von auf einander folgenden 
Punkten gemein, wie es sich auch nach § 16 nicht anders erwarten Hess, 
da dann der Punkt in den Fall VIII übergeführt wird. 

• VI. 

Krümmungs- und Torsionsradius. 

§21. 

Wir wollen in diesem Abschnitte die Ausdrücke für den Krümmungs- 
und Torsionsradius einer näheren Untersuchung unterziehen und werden 
dann sehen, dass dieselben in manchen der von uns betrachteten Fälle nicht 
endlich und dabei von Null verschieden sein können. 

Die Art des Punktes sei wieder durch die folgenden Bedingungs- 
gleichungen definirt: 

^ = ^' = ... = ^(-) = 0, A^'""^'^ ^ 0, 
^ = z/' = . . . = J^p^ = 0, J^P^'^ ^ 0. 
Der Krümmungsradius R wird, wenn a' die Ableitung des Bogens 
bedeutet, durch den Ausdruck 

p ^__ z 

gegeben. Wir betrachten das Quadrat des Krümmungsradius, weil dann das 
Wurzelzeichen wegfällt: 

Die erste nicht verschwindende Ableitung vonx'^+y'^+i'^ ist die 2iite, von 
(x^-\-y'^+i'y also die Gute, dagegen die erste nicht verschwindende Ableitung 
des Nenners die (2fit+2)-te. Nach Satz IV (S. 62) ist also Ä' gleich Null, endlich 
oder unendlich gross, je nachdem 6» grösser, gleich oder kleiner ist als 2m+2. 
ß = 0, endlich, oo, je nachdem m kleiner, gleich oder grösaer als 
3»— 1 ist 
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Der Ansdrack für den Torsionsradins lautet 

^ = J 

Die erste nicht verschwindende Ableitung des Zählers ist die (2m+2)-te, 
die des Nenners die (p-f-l)-te. 

T=0, endlich, oo, je nachdem p kleiner, gleich oder grösser als 
2m-|-l ist 

Für die einzelnen acht Arten von Punkten erhalten wir nach § lö: 

I. + + +. n = 2a, m = 2ß-l, p = 2y-l. 
3«-l = 6«-l, 2i»+l= 4/9-1. 

Sowohl p = 201+1, als auch m = 3n— 1 ist möglich. A und T können end- 
lich und von Null verschieden sein. 

II. + + -. n = 2a, m = 2/9-1, p = 2y. 

3«-l = 6a-l, 2m+l = 4/9-1. 

Die Bedingung p = 2fn+l ist nicht erfüllbar, denn dann mttsste 2y = 4/9—1, 
also eine gerade Zahl einer ungeraden gleich sein; es kann daher T nicht 
endlich und dabei von Null verschieden sein. 

III. +-+. H = 2a, f» = 2/9, p = 2y-l. 

3i»-l = 6a-l, 2f»+l= 4/9+1. 
R kann nicht endlich und von Null verschieden sein. 

IV. H . tt = 2a, «1 = 2/9, p = 2y. 

3«-l = 6« -1, 2i»+l = 4/9+1. 
R and T können beide nicht endlich und dabei von Null verschieden sein. 
V. - + +. » = 2a-l, m = 2/9-1, p = 2y. 
3«-l = 6a-4, 2ot+1= 4/9-1. 
R und T können beide nicht endlich und dabei von Null verschieden sein. 
VI. - + -. « = 2a-l, i» = 2/9-1, ^ = 2^-1. 
3«-l = 6a-4, 2»»+l= 4/9-1. 
R kann nicht endlich und dabei von Null verschieden sein. 

VII. +. » = 2«-l, m = 2/9, p = 2y. 

3«-l = 6a-4, 2m+l =4/9+1. 
7 kann nicht endlich und dabei von Null verschieden sein. 

Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 3. 33 



258 Meder, über einige Arien singulärer Punkte ton Raumcureen, 

VIII. . « = 2a-l, m = 2/9, p = 2;^~l. 

3«-l = 6a-4, 2m+l = 4/?+l. 

R und T können beide endlich und von Null verschieden sein. 
Aus diesen Entwickelungen ist Folgendes ersichtlich: 
Besitzt ein Punkt der Curve, der kein Rückkehrpunkt ist, eine Rück- 
kehrtangente , so kann in ihm der Krümmungsradius nicht endlich und dabei 
f>on Null verschieden sein, besitzt er eine Rückkehrschmiegungsebene, so kann 
der Torsionsradius nicht endlich und dabei von Null verschieden sein. Ist 
der Punkt dagegen ein Rückkehrpunkt ^ so kann der Krümmungsradius nur im 
Fall einer Rückkehrtangente, der Torsionsradius nur im Fall einer Rückkehr- 
schmiegungsebene endlich und dabei von Null verschieden sein. 

VII. 

Contingenz- und Torsionswinkel. Andere Arten der Herleitong der analytischen Kriterien 

für die singulären Punkte. 

§ 22. 

Der Contingenzwinkel c and der Torsionswinkel (o sind in einem 
analytisch sowohl als geometrisch regalären Pankte anendlich klein von 
derselben Ordnang wie dl. Es soll in diesem Abschnitt antersncht werden, 
ob und wann sie anendlich klein von höherer Ordnang sein können. 

* = -«- = T^ ^^' 



0-) (^)' = -(^ 



4'+fi'+C' 



Die Art des Panktes sei wieder durch die folgenden Gleichangen 
bestimmt: 

j;' = x" = ... = a-(-> =0, «("+'> ^0, 

(2.) ^ = ^' = --. = ^<'»> = 0, ^(»+'>^0, 

J = j' = ... = ^(p) = 0, ^("^'^ ^ 0. 

Dann ist nach Satz III die erste nicht verschwindende Ableitang des Zählers 
im Aasdrack (1.) von der Ordnang 2m+2, des Nenners von der Ordnang 4«. 
Nach Satz IV ist der Ansdrack (1.) gleich Nall, endlich oder anendlich 
gross, je nachdem 2m +2 grösser, gleich oder kleiner ist als 4». Nach 
§ 15 ist aber immer m ^ 2fl~l, es kann also e : dt nicht nnendlicb gross 
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sein, der Contingenzwinkel ist immer unendlich klein von mindestens der- 
selben Ordnung, wie das Differential des Parameters. 

~jr ~ 1 dl' h J^ nachdem m ^ 2«— 1. 
Für den Torsionswinkel w lässt sich eine ähnliche Betrachtung an- 
stellen : 

_ ds _ s'J ^, 






Infolge der Gleichungen (2.) ist nach Satz III die erste nicht verschwindende 
Ableitung des Zählers in dem Ausdruck (3.) von der Ordnung 2«+ 2p +2, 
des Nenners von der Ordnung 4m4-4. Der Ausdruck (3.) ist nach Satz IV 
gleich Null, endlich oder unendlich gross, je nachdem 2» 4- 2p +2 grösser, 
gleich oder kleiner ist als 4m + 4. Nach § 15 ist immer p>2iii— w+l^ 
auch der Torsionswinkel kann nicht unendlich gross sein im Verhältniss 
zu dt und es ist 

-W = lendlich, J^ "^^^^^^^^ P ^ 2m-«+l. 

Wir wollen jetzt in jedem einzelnen der acht Fälle untersuchen, ob 

die Bedingungen 

m ^ 2ii-l, p > 2m-ii+l 

immer erfüllbar sind. 

I. + + +. 11 = 2«, «1 = 2/3-1, p = 2;'-l. 

2f»-l = 4a-l, 2m-n+l = 4y3~2a-l. 
Sowohl m^2ii— 1, als auch p^2m— «+1 ist möglich. 

II. + + -. n = 2a, m = 2^-l, p = 2;^. 

2«~1 = 4tt-l, 2m-ii + l = 4/3-2a-l. 
Die Erftlllung der Bedingung p = 2m— «+1 ist nicht möglich, denn dann 
müsste 2;^ = 4/3— 2a— 1, also eine gerade Zahl einer ungeraden gleich sein. 

III. +-+. n = 2a, m = 2ß, p = 2/-l. 

2ii-l = 4a-l, 2w-ii4-l = 4/3-2«+l. 
iw = 2»— 1 ist nicht möglich. 

IV. + . 11 = 2«, «1 = 2/3, p = 2y. 

2«-l = 4«-!, 2m-ii+l = 4/i-2«+l. 
Weder «i = 2ii— 1, noch p = 2«i— «4-1 ist möglich. 
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V. - + +. ii = 2a-l, m = 2/9-1, p = 2y. 

2ii-l=4a-3, 2iii-»+l = 4/9-&a. 
Sowohl m^2«— 1, als auch p^2m'-n+l ist möglich. 
VI. -+-. « = 2a-l, m = 2/9-1, p = 2y-l. 
2«-l = 4a-3, 2iii-«+l = 4/i-2a. 
p = 2m— ii-}-l ist nicht möglich. 

VIL --+. « = 2a-l, 111 = 2/9, p = 2y. 

2ii-l = 4a-3, 2m-ft+l = 4/9-2a+2. 
ifi = 2»— 1 ist nicht möglich. 

VIII. . i« = 2a-l, m = 2/9, p = 2y-l. 

2ii-l = 4a-3, 2m-n+l = 4/9--2a+2. 
Weder m = 2«— 1, noch p = 2»i— n+l ist möglich. 

Die Relation m = 2ii— 1, welche besagt, dass b unendlich klein ist 
von derselben Ordnung wie dt, kann also nicht bestehen in den Fällen, in 
denen die Tangente, die Relation p = 2m— »+1, welche besagt, dass (o un- 
endlich klein ist von derselben Ordnung wie dt, kann nicht bestehen in 
den Fällen, in denen die Schmiegungsebene ein ROckkehrelement ist. 

Aendert die Tangente ihren Drehungssinn, so ist der Contingenzwinkel 
immer unendlich klein im Verhältniss zu dt, ändert die Schmiegungsebene ihren 
Drehungssinn, so ist der Torsionswinkel unendlich klein im Verhältniss zu dt. 
Unendlich klein eon derselben Ordnung wie dt können der Contingem- und 
der Torsionswinkel nur in den übrigen Fällen sein und zwar ist es der Con- 
tingenswinkel dann und nur dann, wenn m, der Torsionswinkel, wenn p seinen 
kleinsten möglichen Werth hat: wf = 2ii— 1, p = 2m — «+1. 

Dass bei einer Aenderung des Drehungssinnes der Tangente oder 
Schmiegungsebene der Contingenz-, resp. Torsionswinkel unendlich klein 
sein muss im Verhältniss zu dt, ist auch aus folgenden geometrischen Be- 
trachtungen ersichtlich. 

Zwei auf einander folgende Tangenten bilden mit einander den Con- 
tingenzwinkel. Dreht sich die Tangente immer in demselben Sinne, so 
muss der Contingenzwinkel, von der positiven Seite der Schmiegungsebene 
aus betrachtet, von constantem Zeichen, etwa positiv sein. Dreht sich die 
Tangente im entgegensetzten Sinne, so ist der Contingenzwinkel negativ. 
Kehrt die Tangente in einem Punkte der Curve ihren Drehungssinn um, so 
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geht der Contingenzwinkel in diesem Punkte ans dem positiven ins negative 
über. Da man die auf einander folgenden Punkte der Curve erhält, indem 
man den Parameter t allmählich wachsen lässt, so ist dt von constantem 
Zeichen. Soll e aus dem positiven ins negative ttbergehen, so muss eidt 
sein Zeichen wechseln, das ist aber nur möglich, wenn e : dt verschwindet, 
da es nie unendlich gross werden kann. 

Zwei auf einander folgende Schmiegungsebenen schliessen den Tor- 
sionswiukel ein. Dreht sich die Schmiegungsebene immer in demselben 
Sinne, so behält der Torsionswinkel sein Zeichen, ist etwa positiv. Aendert 
die Schmiegungsebene in einem Punkte der Curve ihren Drehungssinn, so 
ändert der Torsionswinkel sein Zeichen, er wird negativ, es muss dann in 
diesem Punkte auch (oidt sein Zeichen wechseln, was nur möglich ist, 
wenn co : dt verschwindet. 

§23. 

Nach diesen Betrachtungen haben wir den Contingenz- und den 
Torsionswinkel bald als positiv, bald als negativ anzusehen; es müssen 
also die Quadratwurzeln, die in den Ausdrücken für e und co vorkommen, 
in gewissen Fällen ihr Zeichen wechseln. Diese Annahme wird auch da- 
durch gerechtfertigt, dass man von ihr ausgehend die Kriterien für die 
Rückkehrtangente und die Rückkehrschmiegungsebeue in einfacher Weise 
ableiten kann, wie es im Folgenden angedeutet werden soll. 

Bei der Rückkehrtangente wechselt der Ausdruck e : dt sein Zeichen, 
er muss also verschwinden und seine erste nicht verschwindende Ableitung 
von ungerader Ordnung sein. Setzt man 

so ist 

dt s" ^* • 



{-^y = D^'^8'''+rD^'-'\8'''y+-'+D(s'-J'\ 



dt 

Bestehen für den betreffenden Punkt, nach der Bezeichnungsweise von 
§ 15, die Relationen 

o:' = a:" = . . . = a:^"^ = 0, a:^"+^^ ^ 0, 
80 ist für denselben auch 

«' = «" = •.. =«^"> = 0, «^-*-»>^o, 
D = Z)' = ... = D(2-i) = 0. 



262 MedtTj über einige Arien iingulärer Punkte ton Raumcurven. 

Durch dieselben Betrachtangen, wie in Abschnitt III, findet man, dass dann 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für 

die folgenden sind: 

D = D' = . . . = ßC^'-H') = 0, Z)(2'*+''+o ^ 0. 

Diese Bedingungen sind dann und nur dann erfüllt, wenn dieselben Ablei- 
tungen von A, B, C verschwinden. Im Fall einer Rttckkehrtangente ist r 
gerade, die letzten verschwindenden Ableitungen von A^ B, C sind von 
gerader Ordnung. 

Kehrt in einem Punkt der Curve die Schmiegungsebene den Sinn 
ihrer Drehung um die Tangente um, so muss m : dt sein Zeichen wechseln. 

Im Abschnitt IV hatten wir den Ausdruck 



r = 7. 



A' 



betrachtet und es musste derselbe nebst einer geraden Anzahl von auf ein- 
ander folgenden Ableitungen verschwinden. Es verschwinden offenbar von 
8* eben so viele Ableitungen, wie von ya'— y'js, und von A'^+B^+C'^ eben 
so viele, wie von A^] es muss sich daher bei näherer Untersuchung zeigen, 
dass, wenn eine gewisse Anzahl auf einander folgender Ableitungen von J ver- 
schwindet, von CO : dt dieselben Ableitungen gleich Null sind, wie von |'. Wir 
erhalten dasselbe analytische Kriterium für die Rückkehrschmiegungsebene. 

Führen wir einen neuen Parameter t ein, so brauchen eidr und 
(Vidi nicht mit derselben Anzahl von auf einander folgenden Ableitungen 
zu verschwinden, wie « : dt und w : dt. Nach unseren letzten Betrachtungen 
muss es sich aber ergeben, dass, wenn vorher eine gerade Anzahl von Ab- 
leitungen verschwand, es auch nachher der Fall ist; war dagegen die An- 
zahl der verschwindenden Ableitungen ungerade, so muss sie es auch nach 
der Einfuhrung des neuen Parameters sein. 

Es sei 

t = T% 

WO a eine positive ganze Zahl ist, dann haben wir 
dT "^ dt ' dt ^^ dt 
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Entspricht der Punkt dem Parameter < = t = and ist a ungerade, 
80 ist in der That die Anzahl der auf einander folgenden verschwindenden 
Ableitungen von sidz und (oidr gerade oder ungerade, je nachdem sie von 
€:dt und (o:dt gerade oder ungerade war. Ist dagegen a eine gerade Zahl, 
so beginnen die Reihen, in die wir e : dt und w : dl entwickelt denken können, 
wenn wir in dieselben t statt t einführen, immer mit einer geraden Potenz 
von T. Die Reihen für s:dz und coidr werden dann immer mit einer un- 
geraden Potenz von t anfangen, die ersten nicht verschwindenden Ableitun- 
gen von eidr und widr sind von ungerader Ordnung, die Singularität des 

Punktes geht in den Fall VIII. über, wie es auch nach § 16 

sein muss. 

§24. 

Wir können auch die analytischen Kriterien flir die geometrischen 
Singularitäten herleiten, ausgehend von der sphärischen Indicatrix und der 
sphärischen Polare zur sphärischen Indicatrix der Curve. 

Construirt man um den Coordinatenanfangspunkt eine Kugel mit dem 
Radius 1 und zieht zu den Tangenten der Curve Parallele durch den Coor- 
dinatenanfangspunkt, so schneiden dieselben auf der Kugel die sphärische 
Indicatrix der Curve aus, welche stetig verläuft nach unserer Annahme über 
die positiven und negativen Richtungen der Tangenten (S. 50). Im Fall einer 
Rückkehrtangente der Curve besitzt die sphärische Indicatrix im entsprechen- 
den Punkt einen Rückkehrpunkt. Die Coordinaten §^ rj, t der Punkte der 
sphärischen Indicatrix sind die Richtungscosinus der Tangenten der betrach- 
teten Curve in den entsprechenden Punkten. 






Der Ausdruck 



kann auf die folgende Form gebracht werden: 



O = Ti 



Im Falle eines Rückkehrpunktes der sphärischen Indicatrix muss & ver- 
schwinden, und die erste von Null verschiedene Ableitung von a von gerader 
Ordnung sein. Nach §22 ist aber der Ausdruck fUr & gleich s:dt, wir 
erhalten unser früheres Kriterium für die Rückkehrtangente. 
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Zieht man durch den Coordinatenanfanggpunkt Parallele zu den 
Binormalen der Curve, so schneiden dieselben auf der mit dem Radius 1 
um den Coordinatenanfangspunkt construirten Engel die sphärische Polare 
zur sphärischen Indicatrix aus, welche ebenfalls nach unserer Annahme 
über die positiven und negativen Seiten der Schmiegungsebenen (S. öl) stetig 
verläuft. Kehrt die Schmiegungsebene ihren Drehungssinn um die Tangente 
um, so besitzt ofTenbar die sphärische Polare zur sphärischen Indicatrix 
einen RUckkehrpunkt Die Coordinaten 1, t], X> dieser letzteren sind die 
Richtungscosinus der Binormalen der ursprünglichen Curve, also 
._ A B c._ ^ 



Der Ausdruck 

kann auf die folgende Form gebracht werden: 

^ " A'+B'+C ' 

Im Falle eines Rttckkehrpunktes der sphärischen Polare zur sphä- 
rischen Indicatrix muss a' verschwinden und die erste nicht verschwindende 
Ableitung von a von gerader Ordnung sein; wir erhalten wieder unser 
früheres Kriterium für die Rückkehrschmiegungsebene, da a' gleich dem 
Ausdruck (oidt ist, den wir im vorigen Paragraphen behandelt haben. 

Zum Schluss dieser Abhandlung sei es mir gestattet, Herrn Professor 
Dr. Adolf Kneser, der mich zu dieser Arbeit veranlasst hat, meinen Dank 
zu sagen für die mir während meiner Studienzeit in so reichem Maasse 
gebotene Anregung und freundliche Unterstützung. 

Dorpat, Februar 1895. 
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lieber die Reihenentwickelung der Integrale 

eines Systems von Differentialgleichungen in der 

Umgebung gewisser singulärer Stellen. 

(Von Herrn J. Hörn in Charlottenburg.) 



Uie Ff/cA«8che Theorie der linearen Differentialgleichungen lehrt die 
Reihenentwickelung der Integrale einer Differentialgleichung von der Form 

in welcher gi{x), . . ., gn{x) in gewöhnliehe Potenzreihen von x entwickelbar 
sind, in der Umgebung der singulären Stelle a: = 0. Für nicht lineare 
Differentialgleichungen erster (zum Theil auch zweiter) Ordnung wurden 
von Herrn Poincare (Joum. de l'^c. pol. cah. 45) und Herrn Picard 
(Comptes rendus t. 87) verwandte Reihenentwickelungen angegeben; es 
handelt sich hier um die Entwickelung der für a? = verschwindenden 
Integrale der Differentialgleichung erster Ordnung 

(B.) x-^ = G(x, y), 

in welcher 

G(^9 y) = ay + bx+-' 
eine für x = 0, y = verschwindende, in der Umgebung dieser Stelle regu- 
läre Function von x, y bedeutet, vorausgesetzt, dass der Coefficient a von y 
einen positiven reellen Theil besitzt. Man kann nun ähnliche Untersuchungen 
fUr nicht lineare Differentialgleichungen höherer Ordnung verlangen, etwa 
für eine Gleichung von der Form 

(C.) ..Ä=c(,,,,.A,...,^-.^). 

deren rechte Seite 

eine für die NuUwerthe der angegebenen Argumente verschwindende, in 
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der Umgebung dieser NuUwerthe reguläre Function darstellt. Es lassen 
sich für die für a? = verschwindenden Integrale der Differentialgleichung 
(C.) Reihenentwickelungen aufstellen, welche die bekannten Reihenentwicke- 
lungen der Integrale der linearen Differentialgleichung (A.) als Specialfall 
enthalten, soweit die letzteren fllr « = verschwinden, d. h. soweit die 
Wurzeln der determinirenden Gleichung positive reelle Theile besitzen. 

An Stelle der linearen Differentialgleichung »ter Ordnung (A.) kann 
man ein System von n linearen Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
n abhängigen Veränderlichen setzen von der Form 

(D.) x-^ = f9aß(x)yß, («.;?=,,...«) 

wo Qaßip) öine gewöhnliche Potenzreihe von x darstellt, ebendo an Stelle 
der Differentialgleichung (C.) das System 

worin 

n 

ß—\ 

eine gewöhnliche Potenzreihe von x, yi, ..., y, darstellt, welche flirx = 0, 
yi = 0, ..., y* = verschwindet. Mit dem System (E.) beschäftigt sich 
bereits Herr Königsberger in seinem Lehrbuch der Theorie der Differential- 
gleichungen (Kapitel 5, IV), sowie Herr Picard im Trait6 d'Analyse Bd. III 
S. 1 — 22*) unter Benutzung der Dissertation des Herrn Poincare. Da dort 
jedoch nur der einfachste Fall vollständig erledigt wird, so möchte ich im 
Folgenden die Untersuchung wieder aufnehmen und so weit fahren, dass auch 
die mit Logarithmen behafteten FtieA^schen Reihenentwickelungen der für a? = 
verschwindenden Integrale der linearen Differentialgleichung (A.) als specielle 
Fälle der für das System (E.) herzuleitenden Entwickelungen erscheinen. 
Setzt man in dem linearen System (D.) 

9aß(0) = a«^, 
so hängt, wie ich Math. Ann. Bd. 39 gezeigt habe, die Form der Reihen- 
entwickelungen von den Elementartheilern der Determinante 

ab; der Gleichung J(8) = entspricht bei der gewöhnlichen linearen Diffe- 
rentialgleichung (A.) die determinirende Fundamentalgleichung des Herrn 

*) In engerer Verbindung mit letzterer Darstellung steht der später erscheinende 
dritte Theil der Arbeit, während zunächst an Königsberger angeknüpft wird. 
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Fuchs. Bei dem hier zu nntersnchenden System (E.) wird ebenfalls die 
Determinante 

eingeführt. Hat J(8) lauter einfache Elementartheil er «— «i, ..., «— a« und 
sind die reellen Theile von «i, ..., a^ (w»^«) positiv, so besitzt das 
System (E.) , wie Herr Königsberger a. a. 0. gezeigt hat, eine Lösung von 
der Form 

Ha - ^^XX,Ji^^ , ^A+A,+ ...+A^>oj 

welche von m willkürlichen Constanten abhängt*). Die Gültigkeit dieser 
Entwickelung ist indessen nicht nur an die Voraussetzung geknüpft, dass 
keine der Grössen «i, . . ., a„ eine ganze positive Zahl ist (Königsberger 
S. 402) und dass keine der Differenzen a,— a^^ (t, ä = 1, . . ., m) eine von 
Null verschiedene ganze Zahl ist (wie dies sich aus der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen ergiebt), sondern jene einfache Gestalt der Reihen- 
entwickelung ist im allgemeinen nicht mehr vorhanden, wenn zwischen 
dl, . .., a^ Beziehungen von der Form 

bestehen, wo p, p,,, p,.,, . . , ganze positive Zahlen sind. Im Falle solcher 
Relationen treten im allgemeinen Logarithmen in den Reihenentwickelungen 
auf; diese haben die Form 

WO Vi, . . ., v^ ganze positive Zahlen (einschliesslich Null) bedeuten, welche 
durch die zwischen a,, . . ., a„, bestehenden Relationen bedingt sind*). 

Nachdem diese Resultate in § 1 und § 2 hergeleitet sind, werden sie 
in § 3 durch einige Beispiele erläutert und in § 4 für Systeme linearer 
Differentialgleichungen specialisirt. In § ö wird die Differentialgleichung 
iiter Ordnung (C.) betrachtet unter der Voraussetzung, dass die der deter- 
minirenden Fundamentalgleichung des Herrn Fuchs entsprechende Gleichung 
fiten Grades in s 

(y.) s(s-l)...(s-n+l) = c,«(«-l)...(«-ii+2)+... + c,_,«+c. 

lauter einfache Wurzeln «i, . . ., a„ besitzt. Sind die reellen Theile von 
Ol, ..., a„, positiv und bestehen zwischen ai, . . ., a„, keine Beziehungen 



*) Man sehe den genaueren Ausdruck der Sätze auch für den Fall, dass a,, . 
nicht sämmtlich verschieden sind, in § 1 und § 2. 
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von der oben angegebenen Form, so besitzt die Di£ferentialgleichang (C.) 
ein von m willkürlichen Constanten abhängiges Integral von der Gestalt 

während man eine Reihe 

y = -S:Ca...i„,x^"'^^"'^"'^'"""(loga;)'"'*^""*"^"**'"* 
erhält, wenn zwischen «i, ..., a^ Beziehungen der bezeichneten Art be- 
stehen, von welchen die ganzen positiven Zahlen y,, ..., v« abhängen. 

Der Fall mehrfacher Elementartheiler der Determinante (6.) bezw. 
mehrfacher Wurzeln der 'Gleichung (y.) wird in einer Fortsetzung der vor- 
liegenden Arbeit behandelt werden. 

§!••) 
Das Differentialgleichungssystem (E.) kann, wenn die Determinante 
(jB.) J(8) die n einfachen Elementartheiler ä-Oi, ..., «—a, besitzt, durch 
eine lineare Transformation der Variablen y,, ..., y^ (vergl. Math. Ann. 
Bd. 39, S. 392, sowie Weierstrass' Werke Bd. II S. 75) auf die Form 

gebracht werden, worin für die Indices k, &,, . . . , k^ positive ganze Zahlen 
mit Einschluss der Null zu setzen sind, unter Ausschluss der Werthsysteme 
Ä = Äj = ... = ft^ = und Ä = 0, Äi+-+*n=l. Die reellen Theile der 
Grössen a„ ..., a„ seien positiv, diejenigen von a„,^i, . . ., a, negativ oder 
Null. Zwischen den Grössen a^, ..., a„„ welche wir zunächst als ver- 
schieden voraussetzen, soll keine Beziehung von der Form 

bestehen, in welcher q, q^,, {fi,. positive ganze Zahlen sind. 

Wir suchen das Differentialgleichungssystem (1.) durch ein System 
von Reihen 

(2.) y. = -^CltA.a.^^'"'"'^''""- c« = »^ ) 

zu befriedigen, worin A, A„ ..., l^ ganze positive Zahlen einschliesslich 
Null, jedoch unter Ausschluss der Verbindung ;l = ii ==..=: i^ = 0, bedeuten. 
Wir setzen 

(3.) Si = :r% . . ., a., = a:'"' 

*) § 1 stellt im wesentlichen bekannte Resultate mit den für das Folgende er- 
forderlichen Modificationen dar. 
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und schreiben die Reihe (2.) 

Wir benutzen mitunter die Bezeichnung 

Durch Einsetzen der Reihen (4.) in das Diflferentialgleichungssystem (1.) 
und durch Vergleichung der Coefficienten von x^z\\..Zrn"' ergiebt sich die 
Recursionsformel 

in einem Gliede der auf der rechten Seite stehenden Summe ist die Zahl 

der mit Ait^^ multiplicirten Grössen Cjf'] ., , C!;?!! ,tf,... gleich &iH hA,, 

die oberen Indices a^ a\ . . . sind irgend welche der Zahlen 1, . . ., n, und 
die unteren Indices genügen den Bedingungen 



2' 4-3" 4-... — 3 

Da die Indexverbindungen A, &,, . . ., *„, für welche A = 0, AiH h&, = 1 

ist, ausgeschlossen sind, so ist 

Falls il+iiöiH \'X^a^—aa von Null verschieden ist, lässt sich vermittelst 

der Recursionsformel (5.) €[^1^^^ durch Grössen C[?^^^^, («' = !,...,») aus- 
drücken, deren Indices l', l[, ..., ^1 die Bedingungen (a.) erfüllen. Für 
;l. = 1, ;i = ij =3 . . . = wird die Gleichung (5.) 

(ö^-ö«)(ya),, = 0: 
es ist demnach 

während 

(y.\ = C, (^ = l....,m) 

unbestimmt bleibt. Für A = 1, ;i, = ... = A„, = ergiebt sich 



1« '...<• 



/ \ 1«»...«' 

Für Cit]_x erhält man einen Ausdrack, welcher durch C\'...Ct^ theilbar ist 
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Dies gilt zunächst, wie wir oben gesehen haben, für den Fall, dass 

l+Xi-] h>l'm = l ist. Setzt man die Richtigkeit der Behauptung fttr die 

Indexsysteme l^, il[, . . ., if^ voraus, welche die Bedingung («.) erfüllen, so 
enthält das auf der rechten Seite der Recursionsformel (5.) auftretende 
Product CW ,, af'l ,„... den Factor 

CJ'...C'».C^>'...C^-... = C\'...C^-^; 

da hiernach jedes Glied der rechten Seite von (5.) den Factor C?'...C^'" ent- 
hält, so gilt dies auch von C^l^x^^ w. z. b. w. 

Dass die so berechnete Reihe (4.) convergirt, wenn die absoluten 
Beträge von x, a^, . . ., z„, hinreichend klein sind, ergiebt sich folgender- 
massen. Es lässt sich eine positive Zahl M so angeben, dass 

ist für a = 1, ..., n und für alle in Betracht kommenden Werthsysteme 
^y Kl •••1 K niit Ausnahme von i = 0, li'\ h^m = l' Es sei nämlich 

die positiven Grössen 1, pi, . . ., p„, seien sämmtlich kleiner als o), während 
Pm+n • • M Pn Null oder negativ sind. Für diejenigen Werthsysteme 
K K ..-, Ky für welche l+Kp^^ h^mPm > 2öj ist, ist 



^ ^^KPl + '- + Kp..-Pa > 2ö>-C9 = 0). 

Der kleinste unter den Werthen in endlicher Anzahl, welche 

annimmt, wenn 'k+l^Pl^ h^mPm—Pa^«^ ist, sei cö', und zwar ist cö' von 

Null verschieden, da die Verbindungen, für welche Ä = 0, ^iH [-^^=1 

ist, ausgeschlossen sind. Eine Zahl M^ welche sowohl kleiner als a> wie 
auch kleiner als o)' ist, erfüllt die angegebene Bedingung. 
Das System der Gleichungen 

(6.) *a(^„ . . ., i?J = -Mri^-^Mr,z^+2A]i]^^xWi'-.nrr = 0, (a = 1, ..., .) 

WO \A]S^ljkJ[ = A[t]^^ gesetzt ist und 7^, . . ., r^ beliebige positive Zahlen 
bedeuten, während r^^i = ... = J'^ = ist, wird, da die Functionaldeter- 
minante 

a(0 , . .... (b..) 
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für j; = 0, «1 = . . . = J5^ = 0; ?ji = • • • = 17, = den von Null verschiedenen 
Werth (—My besitzt, durch ein System von Potenzreihen 

befriedigt, welche für a: = 0, «j = • . = «^ = verschwinden und convergent 
sind, wenn die absoluten Beträge von a?, «i, ..., z^ unterhalb gewisser 
Grenzen liegen. Zur Bestimmung der Coefficienten 

dient die Recursionsformel 

(8.) Mrit,^ = ^^^^ni^un'ic"- 

deren rechte Seite derjenigen der Formel (5.) entsprechend gebildet ist; 
unter i eine der Zahlen 1, ..., m verstehend, hat man für i, = 1, i = 0, 
/x = 0, ... 

M(ria\ = 0, («^0 

woraus sich ergiebt: 

für * = m+l, ..., it hat man 

M(ria\ = 0, 
also 

(nX = 0. 

Wenn F^ (i = 1, ...,i») positiv angenommen ist, ergiebt alsdann die Recur- 
sionsformel (8.) fllr sämmtliche Grössen r\V,^x^ positive Werthe. 
Nimmt man 

r.^lCi, . . ., r„^|c„| 

an, 80 wird, wie die Vergleichung der RecamoDsformeln (5.) und (8.) lehrt, 

Wenn also die Reihe (7.) für \x\<iry |ai|<ri, ..., \z,n\<ir^ convergirt, 
so gilt dasselbe ftlr die Reihe (4.). 

Da ^aÜji« den Factor Cl\..cll" enthält, so ergiebt sich, wenn man 
sämmtliche Constanten Cj, ..., C^ mit Ausnahme von C, gleich Null setzt, 
für y« eine Potenzreihe von x und ä, allein 



272 Hörn, über die Reihenentwickelung der Integrale von Differentialgleichungen. 

als particuläre Lösung des Differentialgleichongssystems (1.). Durch Null- 
setzen sämmtlicher Constanten Cj, . . ., C^ wird y^ eine Potenzreihe von x. 
Während bisher diejenigen der Grössen ai, . . ., a«, deren reelle 
Theile positiv sind, von einander verschieden vorausgesetzt wurden, nehmen 
wir jetzt an, es seien «— öi, ..., «— a„ immer noch einfache Elementar- 
theiler der Determinante ^(«), es sei aber 



die reellen Theile von a', . . ., a^"*^ seien positiv, während a« einen negativen 
oder verschwindenden reellen Theil besitze, wenn der Index a keinen der 
angegebenen Werthe hat Wir suchen jetzt das Differentialgleichungs- 
system (1.) durch ein System von Reihen von der Gestalt 

zu befriedigen, wo i, Xi^ . . ., l^ ganze positive Zahlen einschliesslich Null 
bedeuten, unter Ausschluss des Werthsystems ;, = Aj = . . = A^ = 0. Unter 
Einführung der Bezeichnung 

geht die Reihe (2*.) über in 

(4*.) y. = ^c^i,yziK..zlr. («=> «) 

Für die Coefficienten erhält man die Recursionsformel 

deren rechte Seite wie diejenige von (5.) gebildet ist. Setzt man hierin 
If = 1, die übrigen Indices l, /i, ... gleich Null, so erhält man 

(«^•>-0(y«X. = 0; 
es wird also (y„),^ = 0, wenn a keine der Zahlen a^*^ ist, dagegen hat man 

(yn..= C(„ («''' = «!•>, ...,«<u 

WO C^(f) eine willkürliche Constante bedeutet. Durch wiederholte Benutzung 
der Recursionsformel (5".) ergiebt sich Cj[?,Li^ als ganze rationale Function 

der r'H h^^*"^ willkürlichen Constanten C«,, ..., C^(„.), und zwar ist CA^^a^ 

in den C«. homogen von der Dimension Aj, in den C„.. homogen von der 
Dimension I2 ß- »• w. Denn für A+AiH f-^- = 1 ist die Behauptung richtig; 





..«) 


•+*n > 1) 




(a, /S = l. . 


... ») 


L. JDie Grössen 
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gilt sie für alle Werthsysteme X', Aj, ..., k'^, welche den Bedingungen (a.) 
genügen, sind also C[f'^, ^,, C^^i'}' .i^'^ ... in den C^(^) homogen von den Di- 
mensionen l\, l'i, .... so ist C% w C\fl% ,„... und demnach jedes Glied der 
rechten Seite der Formel (5'.) in den C^^,^ homogen von der Dimension 
^!+^['+-- ==^<; dasselbe gilt also auch für C[t^,^i^. Die Convergenz der 
Reihe (4*.) wird wie diejenige der Reihe (4.) unter Benutzung eines Glei- 
chungssystems von der Form (8.) bewiesen, worin 7"^ (a = «', ..., a^"'^) eine 
positive Zahl ist, während F^ für andere Indices a verschwindet, und wo 
!Sa' durch »1, . . . , a^(^) durch a« zu ersetzen ist. 

Wir können das bisher Bewiesene in den Satz zusammenfassen: 

Die am dem Differentialgleichungssystem 

gebildete Determinante 

habe lauter einfache Elementartheiter s—a^^ ..., s—a^ 

a^, = a' («' = «;, . . ., «;,), . . ., a^,^, = a'^^ (a^-^ = «{->, . . ., a« ) 

mögen positive^ die übrigen Grössen aa negative oder verschwindende reelle 
Theile besitzen. Zwischen den Grössen a', . . ., a^""^ sollen Beziehungen von 
der Form ai = p+(>'a^'^+p"a^'"^+-- mit ganzen positiven Coefficienten p, p', 
Q"y . . . nicht bestehen. Dann wird dem Differentialgleichungssystem durch 
ein System von Reihen von der Gestalt 

y, = ^Cjitliy-^^''''^'^^"^''^'"^ (« = ^ ») 

genügt, welche von r'H f-r^"*^ willkürlichen Constanten abhängen und für hin- 
reichend kleine Werthe von \x\ convergiren, 

Behufs späterer Verwendung schliessen wir hier noch den Beweis 
des folgenden HUlfssatzes an: 

„Die Reihe 

(4'.) ya = ^Citl^x'zi^...ztr (a = ^ n) 

ist auch dann für hinreichend kleine absolute Beträge von x, «i, ..., Zm 
convergent, wenn man 

WO Ol, ..., a« und r beliebige positive Zahlen darstellen, willkürlich wählt 
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und die Recursionsformel (5.) nor für i+J»,aiH l-^-a«>r benutzt, nm 

durch die willkflrlich angenommenen Grössen ausdrucken/^ 

Wenn man die rechte Seite der Recursionsformel (5.) mit 

bezeichnet, genügt die so bestimmte Reihe dem Differentialgleichungssystem 

worin unter C1J^I.a^ (i+^iai-j f-Amöm ^ t) die für diese Grössen willkürlich 

angenommenen Werthe zu setzen sind. Denn für J^+ijaiH [-^«,0« > r 

bleibt die Recursionsformel (5.) unverändert; für i+^iöiH h^«a^ ^ r 

lautet sie: 

l" m ' *'** 

hieraus ergiebt sich 

nachdem sich aus den vorangehenden Recursionsformeln für alle den Be- 
dingungen (a.) genügenden Indexsysteme l, Aj, ..., X'^ 

ergeben hat, vorausgesetzt, dass die unbestimmt bleibende Grösse (y,\ 
(• = 1, . . . , m) gleich Cfil^^jü angenommen wurde. Die positiven Grössen rj^li^ 
(i+^iöiH h^möm^t) seien nun so gewählt, dass 

ist, und das Gleichungssystem (6.) werde ersetzt durch 
worin gesetzt ist: 
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Dasselbe wird durch ein System von Potenzreihen 

(7'.) va = 2rjit,yz\^...^!:r («=!....,«) 

befriedigt, welche für hinreichend kleine Werthe von |(c|, |ai|, ..., |ä^J con- 
vergiren. Für A+AiaiH hK^m > t bleibt die Recnrsionsformel (8.) be- 
stehen; für i+iliai+-- ^ r ist dieselbe zn ersetzen dnrch 



(8'.) 
woraus sich 



ergiebt. Die Formel (8.) liefert alsdann für 

bestimmte positive Werthe, und die Vergleichuug der Recursionsformeln (5.) 
und (8.) ergiebt 

Somit folgt aus der Convergenz der Reihe (7'.) diejenige der Reihe (4'.) 
für hinreichend kleine |a:|, |aj|, ..., |»^|. 

Der Satz bleibt bestehen, wenn die Grössen a« nicht sämmtlich ver- 
schieden sind, in welchem Falle nur die Recnrsionsformel (5.) durch (5\) 
zu ersetzen ist. 

§2. 
In dem Differentialgleichungssystem 

(1.) x-^ = a^ya+^A\SUx'y\'...y:^ (a = i n) 

seien die reellen Theile von Oi, . . ., a^ positiv, diejenigen von a^+i, . . ., ö« 
negativ oder Null. Zwischen den Grössen a^, ..., a^, welche zunächst 
als verschieden vorausgesetzt werden, dürfen jetzt beliebige Beziehungen 
von der Form 

bestehen, wo p, p,,, Qi,,, . . . ganze positive Zahlen sind. Eine lineare Ver- 

35* 
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bindung von a,, . . ., a„^ 

worin die Coefficienten Ä, i^, . . . , Ä„ ganze positive Zahlen mit Einschluss 
der Null sind, wollen wir (auch wenn lediglich k von Nall verschieden ist) 
kurz eine Verbindung von ai, . . ., a„, nennen. Diejenigen unter den Grössen 
«ij •••? «m, welche nicht mit Verbindungen anderer dieser Grössen über- 
einstimmen, wollen wir mit a^, . . ., a, bezeichnen. Wenn zwischen a„ . . ., a„ 
überhaupt keine Beziehungen der bezeichneten Art bestehen, ist / = !»; da- 
gegen ist / = 0, wenn öi, ..., a^ sämmtlich ganze positive Zahlen sind. 
Wenn die übrigen Grössen a^+i, . . ., a^ so angeordnet sind, dass die reellen 
Theile 9t(a^i), ..., 31 (aj eine nicht abnehmende Reihe bilden, kommen 
nur Beziehungen von der Form 

in Betracht, wo Qi, p.j, ..., p,,i_i ganze positive Zahlen, die Null ein- 
geschlossen, bedeuten. 

Wir legen jeder der Grössen a. (• = 1, ..., w) einen Rang Vi bei, wo 
v^ eine noch zu definirende ganze positive Zahl (einschliesslich Null) ist 

Wir sagen dann, die Verbindung it + AiöiH h^m«« babe den Rang 

^i^iH \-km^m' Für die Grössen a^, . . ., a^ setzen wir den Rang 

i/, = . . . = 1/^ = 0. Sämmtliche Verbindungen 

9/^-1 + p,+,,iaiH hpi+MÖ/, 

welche den Werth Ot^i besitzen, haben den Rang 0; als Rang von Ot^i 
fuhren wir die Zahl »'^^i = 1 ein. Nachdem die Zahlen Vi, ..., r.^, er- 
mittelt sind, erhält man den Rang Vi von a. folgendermassen. Es seien 
sämmtliche Verbindungen von ai, ..., a,«i 

gebildet, welche den Werth a^ haben, und von jeder der Rang pa^iH h(>M-iV,_i 

bestimmt. Wir nehmen v, um 1 grösser an als die grösste der Zahlen 

9ii^i+'" + 9i,i-i^i^i* Mit 

bezeichnen wir irgend eine Verbindung von ai, . . ., a._,, welche den Werth 
Oi hat, und deren Rang den grösstmöglichen Werth Vi—l besitzt; es be- 
stehen dann die Gleichungen 

(2.) Oi = Ui+^^nOi + ^'+f^ij-iai^u 
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Die Verbindung 

deren Werth mit a bezeichnet sei, hat den Rang 

Ist y > 0, so ist für einen gewissen Index h i* > 0, r^ > 0« Setzt man 

SO erhält man mit Rücksicht anf (2.) nnd (3.) die Gleichungen 

^>1 + --- + C^« = ^-1- 

Es ist demnach auch eine Verbindung vom Rang v—1 

vorhanden, welche den Werth a besitzt. Der grösste Rang, welchen eine 

Verbindung i+A^aiH hK^m von vorgeschriebenem Werthe a besitzen 

kann, sei mit v bezeichnet Wenn k eine der Zahlen 0, 1, . . ., y bedeutet, 
so ist nach dem soeben Bewiesenen mindestens eine Verbindung 

vom Werth a und vom Rang v—k vorhanden. Im Falle a=^ai ist v^^Vi 
und wir haben sicher je eine Verbindung vom Rang v^^ ^,—1, . . ., 1, 
mit dem Werth a^, nämlich 



(4.) 



l ^^'+li^'+-+f^^a,,,. 



Als Verbindung vom Rang Vi—l sei die bereits oben eingeführte 

A*i+i"nai4- •+.t*M-iö<-i gewählt, so dass f^[ = fii, f^'n^^^nj ••., K<-i=A*i,i-i 
ist. Die übrigen Verbindungen der Tabelle seien so ausgewählt, dass 
zwischen je zwei auf einander folgenden 

bei geeigneter Wahl von h die Beziehung besteht: 
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In der Verbindung vom Rang ist ^^^^'^ = 0, wenn n>0 ist; in derselben 
kommen also a^+i, . . ., a«, nicht vor, und wir können ihr die Form geben: 

Ausser der Verbindung 

vom Werth a< und vom Rang y,— & sind im allgemeinen noch andere Ver- 
bindungen 



von gleichem Werth und Rang vorhanden*). 

Wir suchen das Differentialgleichungssystem (1.) durch ein System 
von Reihen von der Gestalt 

(6.) y. = -^Ci?X^''''^^''*""''"''"("loga:)'''''^--^^^ (a = i, ..., -) 

zu befriedigen, worin l, ili, ..., l^ ganze positive Zahlen einschliesslich 
Null (unter Ausschluss des Werthsystems ;i = 0, Ai = 0, . . ., i^ = 0) bedeuten. 
Unter Einführung der Bezeichnung 

(7.) /, = x^'C-loga;)''' (^«1,....«) 

geht die Reihe (6.) in eine gewöhnliche Potenzreihe von x, <i, . . ., C über: 

(8.) y« = ^Citiyt',^-^t, (a = l,...,n) 

welche für rr = 0, /i = 0, . . ., <« = verschwindet. Den Exponenten von x 
in einem Glied der Reihe (6.), 

wollen wir das Gewicht und den Exponenten von — logx, 

den Rang des Gliedes CJiilj^^xUl\..ttr oder des Coefficienten CJixUm ^^^^ 
auch des Indexsystems {i', Ki ---i Kd nennen. Bisweilen gebrauchen wir 
auch die Bezeichnung: 

Es seien sämmtliche Indexsysteme vom Gewicht a. und vom Rang y<— ür 
(& = 0, 1, . . ., vi) ermittelt: 

*) Man vergleiche die in § 3 gegebenen Beispiele. 
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C«J'\,«{f>, ..., /*!?!., 0, ..., 0), 

(CJ*', 9^\ ••., p8U 0, ..., 0), 

5 

dann ist 

wir dürfen deswegen voraussetzen, dass in der Reihe (4.) für y/) ein Glied 

mit x^' t[ 
dass also 



mit a? * «1*^ ... vorkommt, während die Glieder mit x^ /^ ..., ... fehlen, 



ist. Wenn wir 

setzen, so enthält die Reihe für y< die folgenden Glieder vom Gewicht a<: 

2cfx'{r-\^^x)'^^\ 
Die Fnnction t^ genügt der Differentialgleichang 

welche mit Rücksicht anf die Gleichongen (2.) und (3.) die Form annimmt: 



(9.) x-g- = a<<..-v,x''*<r"...Cr. (' = ' -) 



du 

X 

Demnach wird 

dya 



(«0 



Die Grösse C/l^^^^^^^^^^j^a^^,^ hat dasselbe Gewicht wie Cj[?/^i^, aber einen 
um 1 höheren Rang, denn wegen (2.) ist 

(i-iW,)+(ii-.UH)Oi+-+(^A+l)a*+- = i+iiai+-+i».a« 
und wegen (3.) 

Demnach gehen aus Gliedern der Reihe (8.) vom Gewicht a auch nur 



*) Bei der Reihe für y« (a $ soll diese Annahme nicht gemacht werden. 
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Glieder der Reihe (a.) von gleichem Gewicht hervor; die Glieder vom Ge- 
wicht ai in der Reihe für x-r— erhält man demnach durch DiflFerentiation 

• dxi 

der Glieder vom Gewicht a, in der Reihe für y.: 

(8'.) y. = i:c]!^xX^\ogxy^^'+-^, 

(«'•) ^-^ = i[o.ci"+(v,-Ä+l)c<'>,]x'"'(-log*)/'-*+-. 

Die rechte Seite der Differentialgleichung (1.) geht durch Einsetzung der 
Reihen (8.) über in 

wobei 

(10.) Git.„. = ^^^-Uq,«?.,, cc?;;,j_,„... 

gesetzt ist; in einem Gliede der Summe (10.) ist die Anzahl der Factoren 
^Av!«Ai> ^/";'iLi''' ••• gl^^^h ÄiH h*„, und die Indices erfüllen die Be- 
dingungen 



^Ai?-.:im ^^* demnach eine ganze Function solcher Grössen C^^I'P ^, , für welche 

ist. Wir werden bisweilen sagen, das Indexsystem (i', il, ..., i^) sei von 
geringerem Gewicht als das Indexsystem (l, Ai, ..., AJ, wenn 

ist. Dann ist G[V^i eine ganze Function solcher Grössen C/,?P ,, , deren 
Gewicht geringer ist als dasjenige von C[fl^i^. Auch in der Reihe (/9.) für 

a = i ersetzen wir x' t^..., ... durch x ' Z;'^... und erhalten als 
Glieder mit 
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die folgenden: 

WO 

(10'.) c(o = öc;),) ,., +G%,« +••• 

eine ganze Function solcher Grössen C^?[] ,, darstellt deren Gewicht kleiner 

ist als Oi. Durch Gleichsetzung der Coefficienten von x^/J'.../^*" in den 
Reihen (a.) und (/?.) ergiebt sich die Recursionsformel 



(11.) 



ist jedoch das Indexsystem (A, ii, ..., A^) vom Gewicht ö, und vom Rang 
i'i— & (A = 0, 1, ..., i/<), so ist die Formel (11.) für a = i zu ersetzen durch 
die Formel 

(ir.) 0= („..-Ä+l)cI!>, + Cr, (*==n,i, .....,.) 

welche man durch Gleichsetzung der Coefficienten von x"' (— loga:/*"* in 
den Reihen (a'.) und (/?'.) erhält. 

Wenn i+iifliH h^mOm— «« von Null verschieden ist, drückt die 

Recursionsformel (11.) die Grösse Citlji^ vom Gewicht a und vom Rang v 
aus durch Grössen Ci^^^^i,.^^^^;^^,... von gleichem Gewicht a und vom Rang 
y+1, sowie durch Grössen C.W ,f, deren Indexsystem (^'^^I, ..., O die 
Bedingungen (y.) erfüllt, deren Gewicht <io und deren Rang ^y ist. 
Ist y der höchste mit dem Gewicht a vereinbare Rang und sind die Grössen 
C[fJ f von geringerem Gewicht bereits bestimmt, so lassen sich vermittelst 

der Formel (11.) der Reihe nach die Grössen Qf,^.», vom Gewicht a und 

vom Rang v, v— 1, ..., 1, berechnen. Ans der Formel (11'.), welche 
för * = 0, 1, . . ., Vi lantet: 

= 0, 

= yMr+G['\ 
= (r,-l)c{'>+GW 



= c\:,U + G^], 
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erhält man, nachdem die Coefficienten von geringerem Gewicht als a. be- 
rechnet sind, die Grössen 



während 






unbestimmt bleibt. So ergeben sich sämmtliche Grössen C^^Ia^ als ganze 
rationale Functionen der m willkttrlichen Constanten 

Um die Convergenz des so berechneten Reihensystems (8.) nach- 
zuweisen, vergleichen wir das DiflFerentialgleichungssystem (1.) mit einem 
anderen, welches folgendermassen gebildet wird. 

Wir verstehen unter Oi, . . ., a, positive Grössen, welche nicht grösser 
sind als die reellen Theile von a„ ..., a,: 

und definiren a^+i, ..., a^ durch die Gleichungen 

0,. = .^.•+A^aCli + --+i«M-iÖ/-n « = 14-1,...,«.) 

SO dass auch a/+i, ..., a^ positive Zahlen sind, welche die Bedingung 
erfüllen : 

0, ^ 9fl(a,). (• = w, ..., «) 

Zwischen a,, ..., a« bestehen dann jedenfalls die Beziehungen 

a< = /^I'H/4*Vi+--+uJ^li^i-i; (*=o, I,...,..) 

doch brauchen nicht alle Beziehungen, welche zwischen ai, . • ., a„ statt- 
finden, auch für tti, .. ., a« zu gelten. Durch geeignete Wahl der inner- 
halb gewisser Grenzen willkürlich anzunehmenden Grössen ai, ..., a, lässt 
es sich erreichen, dass zwischen ai, ..., a« keine Relation besteht, die 
nicht auch zwischen a^, ..., a« stattfindet, so dass ^i, . . ., v^ auch die 
Rangzahlen von a,, . . ., a^ sind. Mit a«+„ . . ., (U bezeichnen wir die reellen 
Theile von a^^.,, . . ., a^ und setzen v^+i = .. . = i/^ = 0. 
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Wir bilden nun das DifferentialgleichungsBystem 

(12.) x^ = (a.-y,09,+^^ie*.^9i--^^ (« = i,...,n) 

worin 

JW _ I j(a) I 

ist und B eine positive Zahl bedeutet, welche jedenfalls so klein anzunehmen 
ist, dass di—v^B, . . ., a«— v^ß positiv sind. Wenn zwischen Ui, . . ., cu die 
Relation 

besteht, so kann zwischen a,— i^i^, ..., a^— k«« die Relation 
nicht bestehen, denn es mttsste dann 

^i = PüVi + - + (>,^-lV,-l 

sein, während auf Grund der Definition von v^ 

ist. Durch geeignete Wahl von a lässt es sich verhindern, dass zwischen 
üi — Vjf, ..., (x„,—v^B eine Beziehung 

a,-y,f = (T,4-(T,i(a,-yi€)H — h<yM-,(a,-,->',_,0 

stattfindet, während dieselbe Beziehung zwischen a,, ..., a« 

nicht besteht. 

Unter den gemachten Voraussetzungen wird das System (12.), 
wenn man 

(13.) 3, = x'"-'"' o-^i,...,«) 

setzt, nach § 1 durch ein System von Potenzreihen von x, jj, ...,*8m 

(14.) 9a = -^33ita.^^af^-3i'" ^«-« "^ 

befriedigt, welche für hinreichend kleine Werthe von |a?|, |ji|, ..., |j«| con- 
vergiren. Durch Einsetzung des Reihensystems (14.) in das Differential- 
gleichungssystem (12.) und Vergleichung der Coefficienten von x^^\..ilr er- 
giebt sich die Recursionsfnrmel 

|(x+A^(a,«,,,,)+...+i^(a,-v.e)-(a,-,/,0)öitA« 

C^^O I _ T-v/C«) SRC«') S^(«") 

36* 
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deren rechte Seite, welche mit 

bezeichnet werden möge, eine .ganze Function derjenigen Grössen ^^^'li^ii 
darstellt, deren Indices die Bedingung (y.) erfüllen. Die m Grössen 

bleiben unbestimmt, und sämmtliche Grössen S3i?,l.A^ ergeben sich als ganze 
rationale Functionen von 33i, ..•, 33«. An Stelle von 3, (t = 1, ..., 1») 
setzen wir jetzt die Functionen 

(16.) t. = x'-"{^)\ (■ = >.-.-> 

SO dass zwischen gi, . . ., g« und ti, ..., t« die Beziehungen bestehen: 

(17.) 3, = ."t,+ 2(y:).^^x'^if,..X^\ 

(18.) B% = g,+ j(-i)*(,.o.x"' gf" ...jrir'. 

Es ist nämlich 



x(^)' 



„(*),.V-.j.«W 



1 — «'N*"'"* ".—(»•.—«*,< .N»i-i 



mit Rücksicht aaf 
und 

Demnach wird die rechte Seite der Gleichung (17.) 

2:{v:),x'^''^-''\l-x'y-^ = x°'-'^^i(v,)*a''*(l^x')'*- 



= X 






Die rechte Seite der Gleichung (18.) ist 
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Die Grössen ji, . • ., g» lassen sich also als ganze Functionen von a?^ ti, ..., U 
darstellen, und wenn man die Ausdrücke (17.) in die Reihe (14.) einsetzt, 
geht diese in eine Potenzreihe von x, ti, . . ., t« über: 

welche für hinreichend kleine Werthe von |a?|, |ti|, . . ., |t^| convergirt Die 
Function t^ genügt der Differentialgleichung 

welche mit Rücksicht aaf 

a, = //<+.««a,H h/iy-.a,-,, 

aach geschrieben werden kann: 

•(20.) ar-^ = (a,-»',«)t<-»',arX"...t.^{-'. (' = •• ) 

Durch Einsetzung der Reihen (19.) in das System (12.) anter Beobachtung 
von (20.) und durch Vergleichung der Coefficienten von a;*t}'...t,i"' ergiebt 
sich die Recursionsformel 

((^+^i(o,-»'if)+-+Ua«-»'-«)-(a«-»'ae))<5!it2« 

aus welcher man Q^[f^^x^ als ganze rationale Function von 

erhält. 

Zur Abkürzung des Ausdrucks wollen wir vorübergehend die Zahl 

als das Gewicht und die Zahl 

als den Rang sowohl des Gliedes S5JS,^^2^a:^3{'...3Ji"' der Reihe (14.) als auch 
des Gliedes (^[tlx^xhb...t!r der Reihe (19.) bezeichnen. Da 

ist, so sind in der Gleichung (17.) alle Glieder von gleichem Gewicht o., 
und es gehen aus einem Glied der Reihe (14.) vom Gewicht a vermittelst 
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der Substitution (17.) nur Glieder der Reihe (19.) von gleichem Gewicht a 
hervor. Mit Rücksicht auf (17.) besteht demnach die Gleichung 

(22.) -^33Jita.a:^'8J'...i^ = ^6i?>a„ar4J'...t> 

auch dann, wenn beide Summen nur auf diejenigen Indexsysteme (X, >ti, . . ., IJ) 
erstreckt werden, für welche 

ist, oder auch auf die Indexsysteme, welche der Bedingung 

genügen. Durch Einsetzung des Ausdrucks (18.) für t, (1 = 1,..., m) und 
durch Vergleichung der Coefficienten von a?*gj'...gjl"' in der Gleichung (22.) 
erhält man eine Gleichung von der Form 

(23.) 33it.^ = ^"''"'■"''"'"'^"*'<SitA.+ß(6a.4 

wo 2 eine lineare homogene Function von Grössen &Jlf ^, darstellt, deren 

Gewicht gleich a und deren Rang grösser als r ist. Insbesondere besteht 
zwischen (^^)t. = 6,. und (^,)^. = S3. der Zusammenhang 

Nach dem am Schluss von § 1 bewiesenen Hülfssatz ist die Reihe 
(14.) auch dann noch conyergent, wenn man 

S3itA„ (A+^ia,+-+A^a«^r), 

wo r eine beliebige positive Zahl bedeutet, beliebig annimmt und 

33itA, (i+^,a,+...+^.a^>r) 

vermittelst der Recursionsformel (15.) berechnet Das so abgeänderte Reihen- 
system genügt aber dem Differentialgleichungssystem 

(12'.) { +^[(^+ii(ai-i'iO+--(aa-^aOW?u« 

Wir setzen für 

SaLa. (i+Aia, + ...+i.a«^r) 
beliebige positive Werthe und denken uns in (12'.) fürSSiJl^i^ ('l'+iiai+- ^r) 
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diejenigen Wertbe eingesetzt, welche sich ans den Gleichungen (23.) er- 
geben. Die Grössen (9<)a^ = S3i, welche die Differentialgleichungen (12'.) 
unbestimmt lassen, werden gleich 

gesetzt Durch die Substitution (17.) geht das Differentialgleichungssystem 
(12'.) über in 

+J?[(A+A,(a,-v,0+-~(aa-^«OÄ.A^ 

-ln(*. + l)6il^^,^.-;.,,.A,-.l^ 

-®i?}...A.(q?;tA:--0]^'ti^--.ti'"*); 

(A+Aiai + ...< t) 

dieses wird durch ein Reihensystem (19.) befriedigt, worin 



(12".) 



*) Die DifferentialgleicbuDg (12.) sei, nachdem alle Glieder auf die linke Seite ge- 
bracht sind, mit 

2)a(9i, ..., 9-) = 
bezeichnet. Setzt man für q„ . . ., t)» erst die Reihen (14.), dann die Reihen (19.) ein, 
80 erhält man 

2)a(9„..., 9.) = ^eii?U*V'..-C, 

die Gleichungen 

stellen die Recursionsformeln (15.) und (21.) dar, nachdem alle Glieder auf die linke 
Seite gebracht sind. Zufolge der Substitution (17.) gilt die Gleichung 

auch dann, wenn beide Summen nur auf diejenigen Werthsysteme X, A,, . . ., A« erstreckt 
werden, für welche k+X^a^'\ \-^m(im^x ist. Die Differentialgleichung (12'.) 

geht demnach durch die Substitution (17.) wirklich in die Differentialgleichung (12''.) 

2)a(9„ . . ., 90--S5AAl.A„a:4J»...t^ = (UA,«.+~.+A^a, ^ r) 

über. 
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die vorgeschriebeuen positiven Werthe sind, während die Grössen 

durch die Recursionsformel (21.) für i+iiöi+-- > t bestimmt werden. Da 
die so abgeänderte Reihe (19.) aas der für hinreichend kleine Werthe von 
kh liih --M l5<n| convergenten abgeänderten Reihe (14.) durch die Sub- 
stitution (17.) hervorgeht, so ist sie für hinreichend kleine Werthe von 
|j:|, |til, ..., |t«| convergent. Wenn wir r so gross annehmen, dass für 
i+^üiH hi«cin,>r die sämmtlichen Zahlen 

i+^i(ai-a^,0+-+i^(a«-y^O-(öa-ya«) 
positiv sind, und wenn wir die willkürlich zu wählenden Grössen (§Ü\^,i^ 
(>L+>L,a, + --^r) positiv nehmen, so liefert die Recursionsformel (21.) für 
i'+i'iCii+'">x auch für sämmtliche Grössen &xx]^i^ (>l+iia,+-- > r) 
positive Werthe. 

Um aus der Convergenz der so bestimmten Reihe -2'6i?]^^a:^t^...ti»"* 
auf diejenigen der Reihe ^Cix\^i^^^ti^'"tL'^ zu schliessen, vergleichen wir 
den Coefficienten von ClfJ^a^ in der Recursionsformel (11.)? 

mit 

^+ii(a,-nO+-+^«(a.-v««)-(a«->^««), 

dem Coefficienten von ©ULi^ in der Recursionsformel (21.). Wir weisen 
nach, dass zwei positive Grössen r und g in der Art vorhanden sind, dass 
für alle Werthsysteme (A, ii, ..., X^), für welche i+^iüiH \-Kcim'>t ist, 



X+X^a^-] \-X^a,^-aa 

ist. Zur Abkürzung benutzen wir die Bezeichnung: 



<9 



Setzt man 



so ist 



/)(a) _ ^ + ^.(Q.-^,0-f (qg-ygO 

^n^^x^ - i+A,a, + aa 






= 1, ...,-) 
(* = «+!, ....■) 
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Für k>m ist n = «nd 

^+^i(ai->'i6)+-4-^m(o,-»'.e)-at 



also 

|(?1V._aJ^i. (*=.+.,....«) 

Ist «^1», aber >l,>0, so ist der Zähler von PJ?,-», 

A+^.(a.-»'.«)+-+(i,-l)((w-n«)+-+^m(o,-»'„«) 

^ |A+i,a.+-.+(i,-l)a,+...+A„a„|, 
also auch 

Es sei schliesslich ^, » 0. Die Zahl r nehmen wir so an, dass fttr 

mitliin auch wegen Oi^Pt 

i-+i-i(ai-Vis)+-"+x^(a,-v^e)-(a,-Vte) > 
und wegen a, ^/)„ . . ., a, ^p, 

ist Dann iKsst sich eine positive Grösse f so angeben, dass ftlr 

|i+iia,+".+A«o.-o..|>/ 
ist. Wir können schreiben: 

Qio _ ^+A,(tt,-y,e)+-»-+A,(a,-»««)— p< p<-a<+»<< 

der absolute Betrag des zweiten Braches ist fttr A+A.iai+— >»r kleiner 
als P' ""<+*'** I der Zähler des ersten Braches ist nicht grösser als 

^4-iiPiH f-^«p«-p., 

d. h. nicht grösser als der reelle Theil nnd demnach auch nicht grösser 
als der absolate Betrag des Nenners, so dass der absolate Betrag des ersten 
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Braches höchstens gleich 1 sein kann. Wenn man also 



annimmt, so ist 



w. z. b. w. 

Wir setzen 

wir bezeichnen die dem Indexsystem (A', Aj, ..., l'J) entsprechenden Grössen 
mit a' und r' und beweisen den Httlfssatz: 
„Ist a>r und 

für o' •< a, sowie für a' = o und v' > v, so ist auch 

Zum Beweise vergleichen wir die zur Bestimmung von Clx^^x^ und 
^ix]^x^ dienenden Recursionsformeln (11.) und (21.). Auf Grand der ge- 
machten Voraussetzung ist wegen 

^-^Ä+(ii-«^Ai)ai+- = a, 
(ii-|^Ai)i^i+-+(A*+l)n+- = v+1: 

ferner ist 

der Exponent von g ist gleich 

2(a-Ä)-i/-(Ä,+-+ftO = 2a-r-(2Ä+Äi+...+0 ^ 2a-i^-2, 

da die Verbindung & = 0, ÄjH h*^ = 1 ausgeschlossen ist. Die rechte Seite 

der Gleichung (11.) ist demnach dem absoluten Betrage nach kleiner als 
die rechte Seite der Gleichung (21.) multiplicirt mit ff^"""^. Folglich ist 

l^ix^^xj <^ ^xx,^i^'9 i4.'A,a, + ... <^ii,-.A«-fl' > 

w. z. b. w. 

Wenn man nun die willkürlich anzunehmenden positiven Grössen 
iAi-.A^ (fi^^) 80 wählt, dass für a^r 
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ist, 80 ist auf Qrand des Hfllfesatzes fttr alle Wertbsysteme l, X^, ..., l^: 

Wir nehmen an, die positiven Zahlen r, r,, . . ., r„ seien so gewählt, dass 
die Reihe 

^<5iJl_a.aj^tJ'...tj:- 

fttr 

\x\ = r, |ti| = r„ . . ., |t„|=r. 

convergirt. Dann ist, wenn man 
annimmt, 

|CSUx'«i....<M < (5ffi.,../""---'->-(7-)' i-firT-i-^)'' 

— ^hi-Ji^*^ M •••% • 

Daraus, dass der absolute Betrag eines jeden Gliedes der Reihe (8.) kleiner 
ist als das entsprechende Glied der aus lauter positiven Gliedern bestehen- 
den convergenten Reihe -2'6JJJ^.a«^^W^.•^«"^ folgt die Convergenz der Reihe (8.) 
fttr den Fall, dass die absoluten Beträge von x, fi, . . ., t^ die oben an- 
gegebenen Grenzen nicht überschreiten. 

Bisher waren in dem Differentialgleichungssystem (1.) die Grössen 
Ol, ...^ Gm verschieden vorausgesetzt; es sei jetzt 

Oaf = a (a = aj, . . ., a^,), 

die reellen Theile von a', . . ., a^*^ seien positiv, während diejenigen Grössen 
a«, deren Index a keinen der angegebenen Werthe hat, negative oder ver- 
schwindende reelle Theile haben sollen. Die zwischen a\ . . ., a^"*^ be- 
stehenden Relationen stellen wir ebenso dar, wie bisher die Beziehungen 
zwischen Oj, . . ., a^. Insbesondere sei 

Setzen wir 

(7'.) t, = a:"^'^(-loga:)^ o = i, ...,-) 

80 wird das Differentialgleichungssystem (1.) durch ein System von Potenzreihen 

(8'.) 9a = 2Ci^iiytiK..t!:r (-=1,....-) 

37» 
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befriedigt, deren Coefficienten der Recorsioiu^rmel 

genttgen. Die Glieder vom Gewicht a^" in der Reibe für y^i,y (a^*^ = a[*\ , . ., a^'l^) 



(11-.) 



fc=o 



„(0 = 2:4«^'V«(-iogx)''-*+- 



genügen den Gleichungen 

wo 6(«^'^) eine ganze Function von Grössen C^fJ, ^r bedeutet, deren Gewicht 
kleiner als a^^ ist. Die Grössen 

bleiben unbestimmt, und sämmtliche Grössen Cjix]ji^ erscheinen als ganze 
rationale Functionen der r'H l-r^"*^ unbestimmten Grössen C«,, . . ., C^(^). 

Dass die Reihen (8*.) fttr hinreichend kleine Werthe von |a?l, |<il, ..., |<«! 
convergent sind, wird wie oben bewiesen. 

Die Hauptergebnisse des gegenwärtigen Paragraphen fassen wir in 
den folgenden Satz zusammen: 

Die aus dem Diff^erentialgleichungssystem • 

gebildete Determinante 

habe lauter einfache Elementartheiler «— Oi, . . ., «— a,. Die Grössen 
aar = a' («' = «;, . . ., «;,), . . ., a^(«) = «^"^ («^"^ = «{*\ . . . , ^%^) 

mögen positive, die übrigen Grössen aa negative oder verschwindende reelle 

Theüe besitzen. Zwischen den Grössen a\ . . ., d'^^, die so angeordnet seien, 

dass die reellen Theile eine nicht abnehmende Reihe bilden, dürfen beliebige 
Beziehungen 

(p.) a^'^ = pr+Paa+'-' + Pv-iö^'"'^ 

bestehen, worin (fi, Qh^ . . ., (»,,,_i positive ganze Zahlen mit Einschluss der 

Null darstellen. Den Grössen a', . . ., o^"*^ werden ganze positive Zahlen Cew- 
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ecMiessUch NuU) v^^ .. .^v^ augeardnet. Kommt a^^ mckt auf der linken Seite 
einer der Gleichungen (p.) eor, so ist v^ = 0. Anderenfalls wird v^ durch das 
folgende recurrirende Verfahren erhalten: man bildet aus jeder Gleichung (ff.\ 

auf deren linker Seite a^ steht ^ den Ausdruck pn^iH h(>v-i''<-i ^^ nimmt 

Vi um 1 grösser als den grössten dieser Ausdrücke. Dann wird das Diffe- 
rentialgleichungssgstem durch ein System ron Reihen 

befriedigt y welche von r'H h^^"^ willkürlichen Constanten abhängen und für 

hinreichend kleine Werthe eon \x\ coneergiren. 

Man kanu diejenigen Reihenglieder, für welche Gewicht und Rang 

ri+iiO'+-+i>-^ = a, 
übereinstimmen, in ein einziges Glied 

ciVx\-\ogxy 

zusammenfassen und erhält dann ein Reihensystem 

(6^) y. = 2;Ci:V(-log(r)% (a = i,...,«) 

wo die Summe über diejenigen verschiedenen Werthepaare a, v zu erstrecken 
ist, welche die Gleichungen (ß.) ergeben, wenn man darin für A, ^i, ..., i« 
alle möglichen Systeme positiver oder verschwindender ganzer Zahlen (mit 
Ausschluss von ;, = A, = . . . = ;i^ = 0) setzt Auch die Reihe (6^) ist für 
hinreichend kleine Werthe von \x\ convergent. 

Um eine Recursionsformel für C^^ herzuleiten, setzen wir die Reihe 
(6\) für ffa sowie 

""-M = ;j(«cir;-(^+i)ai:>HO^"(-ioga:r 

in (1.) ein und erhalten durch Vergleichung der Coefficienten von a:*'(— loga:)": 

wo die Zahl der Factoren C^^^i, Ci'^i, ... in einem Gliede der Summe auf 

der rechten Seite gleich Ar,-! yk^ ist und die Indices die Bedingungen 

erfüllen : 

a + a-\-'" = a— Ä, 
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Für a = a^^^ = a^^ nimmt die Recursionsformel die Gestalt an: 

wo für »^ die Werthe 0, 1, ..., r^—l gesetzt werden können, während 
Cf'f^], unbestimmt bleibt. 

§3. 
Einige Beispiele mögen zur Erläuterung des § 2 dienen. Es handelt 
sich um Differentialgleichungssysteme von der Form 

zu deren Kennzeichnung wir nur die Zahl n und die Werthe der Grössen 
01, . . ., a^ bezw. die zwischen ihnen bestehenden Beziehungen anzugeben 
brauchen. 

I. Es sei n = 3; zwischen den Grössen ai, o^, Oj, deren reelle Theile 
positiv seien, bestehen die Beziehungen 

«2 = ^2 + (^U 

«3 = ^«^3 + 02 = ."3 + iW2 + ai, 

WO |U2, 1^3 ganze positive Zahlen bedeuten, ai sei jedoch so gewählt, dass 
ausser den angegebenen nicht noch weitere Beziehungen stattfinden. 

Dann ist Vi = 0;>2+Oi hat den Rang 0, folglich ist Vi = 1; /^s+i^a+^i 
ist vom Rang 0, /Lt^+Oi vom Rang 1, also Vz = 2. Setzt man 

«2 = aJ^C-logo?), 

so wird das Differentialgleichungssystem durch ein System von Reihen 

y^ = 2Citii,x'l^,^tlHi^ (« = 1,2,3) 

befriedigt, für deren Coefficienten man mit Berücksichtigung der Gleichungen 



«-^ 


= aJi, 


-t 


= ait2-x'"ti, 


dx 


= aiti-2x''H2 
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die Recnrsionsformel erhält: 

für 

« = 1; A,= l*), 

a = 2; Xt= 1, 

= 3; ij = 1 

nimmt dieselbe die Form = an; in den Fällen 

« = 2; 1 = fii^ ^, = 1, 

o = 3; i. = fiiy Aj = 1, 

l = th+fh^ *! = 1 
erhält sie die Gestalt 

= (jr2X+-, 

= 2(j,3),+-, 
= (ff3)^3,+-; 
hieraas berechnet man (yiX, (^3)«,, {Vt)^^-, während die drei Grössen 

unbestimmt bleiben. 

IL Es sei n = 3; zwischen den Grössen aj, Oa, o, mit positiven 
reellen Theilen bestehen die Beziehungen 
a, = 3 + 2a„ 

th = 2+3a,+2a2 = 5+5a,+a2 = 8+7ai; 
Ol sei so gewählt, dass weitere Beziehangen nicht vorhanden sind. 

Hier ist r, = 0; 3+2oi ist vom Rang 0, also v» = 1; 8+7a„ 5+5a,+02, 
2+3ai+2a2 sind bezw. vom Rang 0, 1, 2, also »'3=3. Die Functionen 

<i = aj-, 
k = «"»(-loga;), 
<3 = «"«(-logaj)' 
genügen den Differentialgleichungen 

dx 



^-± ^ ».'., 



«-^ = a,<,-3j!'/J^; 



*) Die nicht angegebenen Werthe A, A, , A,, A, sind immer gleich Null anzonehmen. 
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das Differentialgleichungssystem wird durch ein Reihengystem 

befriedigt, dessen Coefficienten vermittelst der Recursionsformel 

berechnet werden; für a = l, >li = l; a = 2, ^2 = 1; « = 3, ^3 = 1 nimmt 
diese die Form = an; für 

a = 2; i = 3, iL» = 2, 

tt = 3; A. = 2, ^1 = 3, ^2 = 2, 

i = 8, i, = 7 
erhält sie die Gestalt 

= 3(y,x+.-, 

die drei Grössen 

(yiX = (»i)^i) (»2X»,f = (»2X0., (SfaXa.r = (^3),«, 

sind willkürlich zn wählen. 

IIL Es sei 11 = 3 und 

«1 = 2, 02 = 3, «3 = 4. 
Hier finden die Beziehungen statt: 

Ol = 2, 

Oj = l+öi = 3, 

03 = 1+02 = 2+ai = 4, 
= 2«,; 
wir haben 1^1 = 1; die Verbindungen 3, l+Oi sind bezw. vom Rang 0, 1, 
also ist 9^2 = 2; 4 hat den Rang 0, 2+ai den Rang 1, 1+02 und 2ai den 
Rang 2, also ^, = 3. Für die Coefficienten des Reihensystems 

y, = -2'CJjXa3^''i''2''3'N ' (« - ^' ^' ^) 

worin 

/i = x\-\ogx), 

<2 = aj^-logx)', 

h = x*(— logicy 
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ist, ergiebt sich mit Rücksicht auf die Differentialgleichungen 



ir-T-^ = 03/3— 3a? /j 



dx 
die Recursionsformel 

Da l+Oi and 2ai von gleichem Gewicht 4 und von gleichem Rang 
i/, = 2^1 = 2 sind, da also 

o?/, =* /J =3 aj*(— logo?)^ 

ist, so können wir annehmen, dass in der Reihe für y^ das Glied mit t\ 
fehlt, dass also (^3)^, = ist, nnd' wir können auch bei der Herleitung der 
Recursionsformel fttr a = 3 l] durch xt2 ersetzen, so dass eine Recursions- 
formel für a =^ 3; ^1 = 2 Überhaupt nicht erscheint Oder, anders ausgedrückt, 
wir fassen in der Reihe für y^ die Glieder vom Gewicht Oj = 4 und vom 
Rang 2 in ein einziges zusammen und haben dann fUr die Coef&cienten 
vom Gericht a< in der Reihe für y, (• = 1, 2, 3): 

y, ^ 4'^x'+c\'^xX-\ogx)+-', 

y, = C^'^x'+c['^x\^l0gx) + ci'W(^\0gxy + .'., 

y, = ci^'^x'+c['^x\-\ogx) + C^'^x\-'\oexy + C^'^x\-\0gXy + '- 

die Gleichungen 

= 2(y2)*>(-iog«)>+---? 

= (»2),3(-logx) + -, 

= 3(y3)x*(-Iogx)» + -, 

= 2(y3),-(-log»). + -, 

= (y3)x-(-log:r)+-, 

Während 

(yOx«, (y2)x», (Va)^ 

unbestimmt bleiben. 

Bei zwei weiteren Beispielen sollen nur die zwischen a„ . . ., a^ be- 
stehenden Beziehungen aufgestellt und die Zahlen r^ ...jV^ bestimmt werden. 
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IV. Es sei »1=4 nnd 

«1 = 2, flb = 6, 03 = 8, a4 = 13. 
Dann bestehen die Relationen: 

«1 = 2, 
a^ = 3ai = 2+2ai = 4+ai = 6, 
03 = ai+02 = 24-aa = 2+3oi = 4+2oi = 6+a, = 8, j 
= 4a, ^ 

«4 = 1+201+03 = 3+Oi+a3 = 5+03 = 5+01+02 = 7+02 = 7+3oi = 9+2oi = ll+Oi = 13, 

= I+202 = 1+ 301+O2 = 3+2oi+ 02 = 3+5oi = 5+4oi 

= l+6oi. 

Die in der Tabelle enthaltenen Verbindungen sind so in Kolonnen an- 
geordnet, dass die Ausdrücke der letzten Kolonne den Rang 0, diejenigen 
der vorletzten den Rang 1 haben u. s. w. Es ist hier 

Vi = 1, 1^2 = 4, vj = 6, V4 = 9. 

Der unmittelbar rechts von o< stehende Ausdruck kann an Stelle der Ver- 
bindung /W,+/W,iOiH hi^M-t^i-i iii § 2 gesetzt werden; die mit o< in derselben 

Zeile stehenden y< Ausdrücke können die Stelle von ^}*^+jWJ?OiH |-iWl*LiO,_i 

(Ä = 1, . . . , y<) vertreten. 

In dem folgenden Beispiele ist dieselbe Anordnung gewählt. 

V. Es sei m == 5 und 

Ol = 1+1, 02 = 3+2«, 03 = 6+5i, 04=10+81, O5 = 20+10i. 

Die Gesammtheit der Beziehungen ist in der Tabelle enthalten: 

02= l+2ai, 
03 = 301+O2 = l+5oi, 

04 = O1+O2+O3 = 4oi+2o2 = l+6ot+02 = 2+8ai, 
05 = 7+O2+O4 = 8+201+O4 = 8+301+O3 = 9+501+O3 = 9+801+O2 = lO+lOoi, 
= 5+5o2 = 8+203 = 7+4oi+3o2 = 8+601+202 

= 7+01+202+03 
= 6+2oi+4o2; 

die Rangzahlen sind hier: 

yi = 0, 1^2 = 1, n = 2, V4 = 4, vs = 6. 
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§4. 

Es soll noch in. Kürze der Zusammenhang der hergeleiteten Reihen- 
entwickelangen mit den bekannten Reihenentwickelangen fUr Systeme linearer 
Differentialgleichangen untersacht werden. 

In dem System (1.), § 1 and § 2 sei die rechte Seite einer jeden 
Differentialgleichang eine lineare homogene Function von jfi, ..., y„, es 
habe also Aitj^j^ nur dann einen von Null verschiedenen Werth, wenn 
*iH h*«=l ist. Wir geben dem Differentialgleichangssystem die Form 

(1.) ^-^ = ll:/i}x\y,. (a = . .) 

Es sei o22 = «a lind a^^} = (/9 ^ a). Die reellen Theile der Grössen «i, . . • , o„, 
welche verschieden sein mögen, seien positiv, diejenigen von a«+i, ..., a, 
negativ oder Null. 

Es sollen zunächst wie in § 1 keine Beziehungen zwischen ai, . . . , a« 
bestehen. Die Recursionsformel (5.), § 1 schreibt sich jetzt: 

(2.) a+^iai+-+ i.ö.-öa)Clf.?-A. = i i a^jCf^U^.,^; 

es wird also C^il.i„ eine lineare homogene Function von Cl,f,_i^, Cf ij|.i^, . . ., 
C{l\.A..j, ; für i = lautet die Formel (2.) 

aus welcher sich 

CitA. = 

ergiebt, wenn nicht AiH l-im = l ist. Mithin kann auch C^^li^ nur für 

^iH h^m= 1 einen von Null verschiedenen Werth haben. Man bekommt 

demnach eine Reihe von der Form 

(3.) y, = 2!%,(x).x\ (« = 1,...,«) 

1=1 

Es mögen nun wie in § 2 zwischen a^, . . ., a^ beliebige Beziehungen 

bestehen. Die zur Bestimmung der Coefficienten der Reihe (6^), § 2 

y, = -SCi,:>xX~l0gx)^ 

dienende Recursionsformel (ll^) bezw. (11*"'.), § 2 wird hier 

(4.) (a-öOCC-> = (v+l)Cl^V,+ i^^^ai^^C,% 

38* 
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bezw. 

(4'.) = („+i)ci%+i 2 a^:^a4U^. 

Es gilt nun der Satz: 

„C^*^ ist gleich Null, wenn in der Reihe a, a-1, a— 2, ... nicht 
mindestens r+1 der Grössen ai, . . ., a^ enthalten sind." 

Wir zeigen zunächst Folgendes: 

Gilt der ausgesprochene Satz für die Gewichte a— 1, a— 2, . . ., sowie 
für das Gewicht a und die Ränge v+1, y+2^ . . ., so gilt er auch für das 
Gewicht a und den Rang v. 

Denn ist a nicht gleich a^, so ist nach (4.) Qj? eine lineare homo- 
gene Function von C^^+i und verschiedenen Grössen C^^^^y (A = 1, 2, . . .). 
Wenn die Reihe a, a— 1, a— 2, . . . nicht mindestens y+2 der Grössen 
01, . . ., a^ enthält, ist C^^+i = 0; wenn die Reihe a, a— 1, a— 2, . . . weniger 
als v+1 der Grössen ai, . . ., a^ enthält, so gilt dasselbe auch für die Reihe 
a—k, o— Ä— 1, ..., und demnach ist Cil\ ,, = 0. Dann ist aber nach Glei- 
chung (4.) C^^ = 0. — Ist nun a = a., so stellt sich nach (4'.) Ci^y als 
lineare homogene Function verschiedener Grössen C^^^^y^i (A = 1, 2, . . .) 
dar. Wenn die Reihe a<, «,— 1, a,— 2, ... weniger als v+l der Grössen 
ö„ ..., a^ enthält, so kommen in der Reihe cc^— A, «g— A— 1, ... (A>>0), 
in welcher jedenfalls «< fehlt, weniger als r der Grössen Oi, ..., a^ vor; 
dann ist der Voraussetzung nach Cj^^y^^ = 0, so dass sich aus Gleichung 
(4'.) Ci^ = ergiebt 

Wenn jetzt noch gezeigt wird, dass der ausgesprochene Satz für das 
Gewicht a gültig ist, wenn die Zahl a so beschaffen ist, dass die Zahlen 
o— 1, a— 2, . . . nicht als Gewichte auftreten können (d. h. nicht in der Form 
A+iiöiH bKf^m darstellbar sind), so ist seine allgemeine Gültigkeit be- 
wiesen. In diesem Falle schreibt sich die Formel (4'.), wenn man für r 
der Reihe nach die mit dem Gewicht a vereinbaren Rangzahlen y, v— 1, ... 
einsetzt: 

(a-aOCC;J = 0, 



and hieraas ergiebt sich, wenn a von a„ verschieden ist: 
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Fttr a = ai wird die Formel (4'.) für v = v,, v^— 1, ..., 1: 



Während C^l unbestimmt bleibt. Unter der jetzigen Voraussetzung reducirt 
sich die Reihe a, o— 1, o— 2, . . . auf die Zahl a, und es verschwindet 
C^J für y > oder für beliebiges v, je nachdem a gleich einer der Grössen 
Oi ist oder nicht 

Ebenso gestaltet sich die Betrachtung, wenn diejenigen Grössen 
ai, ..., a^, deren reelle Theile positiv sind, nicht sämmtlich verschieden 
sind. Das Auftreten von Logarithmen wird bei Systemen linearer DiflFeren- 
tialgleichungen nur durch Beziehungen von der Form o^*> = ^+a^*> bedingt, 
und es ergiebt sich als Specialfall unserer jetzigen Sätze die Form der 
Reihenentwickelungen, wie ich sie in Bd. 39 der Math. Ann. für den Fall 
einfacher Elementartheiler der Determinante (J.) des Differentialgleichungs- 
systems (D.) der Einleitung angegeben habe, so weit die Grössen Oi, . . ., a. 
positive reelle Theile besitzen. 

§5. 
An Stelle des bisher betrachteten Systems von n Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung setzen wir jetzt die Differentialgleichung nter Ordnung 

worin G eine gewöhnliche Potenzreihe der beigefügten n+l Grössen be- 
deutet, welche verschwindet, wenn diese Grössen sämmtlich den Werth 
Null haben. Es sei 



(2-) 



e = .',x--£^+-+.„x^+, 



+;^^.,..^^.(.-ä-)''...(.--^)'". 



dx ^ \ dx^ 

Die n Functionen 

<^y 2 ^*y «-1 ^~^y 
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genügen äevä System der Differentialgleichungen 



(3.) 



dx 



y« _ 



dx 
dx 



Vi, 

2y3+y«, 



dyn 
dx 



= {n-l)y,^G{x, y„ ..., yj. 



Die Detenuinante ^(«) wird hier 

-8 1 



^(*) = 



1-» 1 

2-8 1 



^n— 1 C«— 2 



Ci-f-n— 1— « 



die Gleichung J(8) = oder 

(4.) ,(Ä-l)...(,-n+l) = Ci<«-.l)...(«-ii+2)+...+c,_i«+c, 
habe die Wurzeln ai, ..., a.; die reellen Theile von a^ ..., a« seien 
positiv, diejenigen von a^n-i? •••) ^n ii^g^tiv oder Null. Einer a-fachen 
Wurzel Ga der Gleichung (4.) entspricht nothwendig ein a-facher Elementar- 
theiler {s—ay der Determinante //(«), denn es können nicht sämmtliche 
Unterdeterminanten von J{8) für « = 0^ verschwinden, da die Unterdeter- 
minante von c^ den Werth ±1 hat. 

Der Fall einfacher Elementartheiler der Determinante J(s\ auf wel- 
chen wir uns vorläufig beschränken, deckt sich hier also mit dem Fall 
einfacher Wurzeln der Gleichung (4.). Falls zwischen ai, . . ., a„ keine 
Relation von der Form 

besteht, worin p<, p^? •••1 Pi,<-i ganze positive Zahlen bedeuten, wird die 
Differentialgleichung (1.) nach § 1 durch eine Reihe 

(5.) y = ^SCn^^.J.'-'''^'''^'-^ 

befriedigt, welche für hinreichend kleine Werthe von \m\ convergirt Wir 
wollen nun die Berechnung der Coefficienten der Reihe (5.) unmittelbar an 
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der Differentialgleichung (1.) vornehmen. Durch (>-malige Differentiation 
der Reihe (6.) unter Einführung der Bezeichnung 

/;(«) = a(a-l)...(fl-p+l); A(a) = l 
erhalten wir 

und durch Einsetzen der Reihe (5.) in die Differentialgleichung (1.) ergiebt 
sich, wenn man die Bezeichnung benutzt 

die Recnrsionsformel 

die Zahl der Factoren f nnd C in jedem Glied der Samme aof der rechten 

Seite ist &iH [-*«, es ist 

;i'4.r+... = X-k, 



die Indices p', p", . . . sind die Zahlen 0, 1, . . ., ii— 1 bezw. &i-, . . ., Ar^-mal 
in irgend einer Anordnung. Die Gleichung J(a) = hat die Wurzeln 
Gi (• = 1, ..., m); wegen J(ai) = bleiben die m Coefficienten 

unbestimmt, während man aus (6.) für alle übrigen Coefficienten Cn^^x^ ganze 
rationale Functionen von Ci, . . ., C^ erhält 

Wir nehmen nun an, dass zwischen aj, . . ., a» beliebige Beziehungen 

bestehen, und führen dieselben Bezeichnungen und Definitionen ein wie in 
§ 2. Nach § 2 wird der Differentialgleichung durch eine von m willkür- 
lichen Constanten abhängige Reihe 

(7.) y = 2C,,,_,J^''-'--'-'"'(-\ogxt"-^''-''- 

(H-Ai+-.+2^ > 0) 

genügt, welche für hinreichend kleine Werthe von \x\ convergirt Indem 
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wir, wie ^m Schloss von § 2, sämmtliche Glieder von gleichem Gewicht a 
und Rang v 

in ein einziges Glied zusammenfassen, schreiben wir die Reihe (7.) in der Form 
(9.) y = JC,,x«(-Iog(ry, 

wo für a, V alle diejenigen Werthepaare zu setzen sind, welche sich aus den Glei- 
chungen (8.) ergeben, wenn man für A, Ai, . . . , A^ positive oder verschwindende 
ganze Zahlen (unter Ausschluss des Werthsystems A = A^ = • • • = A„ = 0) 
setzt. Durch einmalige Differentiation der Reihe (9.) erhält man 

^-^ = -S(«a,.-(^+l)C,.^i)a^(-loga:r, 
durch ()-malige Differentiation 

wobei die Bezeichnung angewandt ist: 

'1 W ~ *! da* 
Für (> = 1 ist die Gleichung (a.) richtig, denn es ist A(o)/o(»') = a, 
/J(o)/i(j'+l) = »'+l. Durch Differentiation von («.) erhält man 

^^'"-S^ = ^ i;(-iy(o-(>y«(o)A(»'+&)C,,^x-(-loga:)' 
+-£i(-irV/'W(a)A(y+Ä)C^,+,a;-(-log«)'- 

oder, wenn man in der letsiten Zeile *— 1 für & und y+1 fttr y schreibt 
und die Gleichung 

beachtet, 

^'"'-S?^ = jS'^-^^*K«-P)r(«)-/5*-'V)]A(''+*)C«,.+»A-logxr; 
nun ist aber 

und hieraus ergiebt sich durch Ar-malige Differentiation 
n%(fl) = (a-p)/<*>(a)-^/<*-«(a); 
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folglich besteht die Gleichung 

welche aus (a.) dadurch hervorgeht, dass man q durch q+1 ersetzt. 

Durch Einsetzen der Reihe (9.) und ihrer Ableitungen (a.) in die 
Differentialgleichung (1.) erhält man die Recursionsformel 



(10.) 



^(a)C,, = 2:(-l)'-'^'*^(o)A(i'+*)C„,^, 

k=l 

in einem Glied der zweiten Summe ist die Zahl der Factoren f, sowie die- 
jenige der Factoren C gleich &iH h*«, die Zahlen q\ q", ... haben die- 
selbe Bedeutung wie in der Formel (6.), und die Indices a', v' u. s. w. er- 
füllen die Bedingungen 

ausserdem ist die Bezeichnung benutzt: 

Der Coefficient J(ä) von C^^ verschwindet für a = a< (i= 1, ..., m); da 
aber der Voraussetzung nach a^ eine einfache Wurzel der Gleichung z/(a) = 
ist, so ist ^'(a,) von Null verschieden, durch die Recursionsformel (10.) 
wird Ca^y durch Grössen 0^.,.+* von gleichem Gewicht und höherem Rang 
und durch Grössen C^t^y, von geringerem Gewicht ausgedrückt, vorausgesetzt, 
dass a nicht gleich einer der Grössen a< (i= 1, ..., m) ist. Für a = ai er- 
hält die Formel (10.) die Gestalt 

(10'.) = ^'(o.)(^+l)C«,K^t+-; (^-^->' - »>") 

man berechnet hieraus C«„., ..., C^.^,, während 

willkürlich anzunehmen ist. Demnach erhält man sämmtliche Grössen C^^y 
als ganze rationale Functionen der m willkürlichen Constanten Ci, ..., C„. 
Die aus der Differenlialgleichung 

(* = 1, *, = ... = t^ = ü; fc+*, + .-+*^ > 1) 
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gebildete Gleichung nten Grades in s 

«(*-!)... («-n+l) = c,«(*-l)...(«-«+2)+-+c«-i«+c. 
habe n einfache Wurzeln a^^ ..., a.. Die reellen Theile von ai, ..., a^ 
seien positie, diejenigen f>on a«+i, . . ., a„ negativ oder Null. Wenn zwischen 
(*iy ' "y ^m heine Beziehung 

(ff.) a, = e + (>,.a.v+p,wa,.+-. 

besteht, worin g, Qi,, Qi.., . . . positive ganze Zahlen bedeuten, so wird die 
Differentialgleichung durch eine für hinreichend kleine Werthe von \x\ con- 
vergente, m willkitrliche Grössen enthaltende Reihe 

befriedigt. Sind jedoch Beziehungen von der Form (ff.) vorhanden, so werden 
den Grössen ai, . . ., a^ wie in § 2 ganze positive Zahlen (einschliesslich Null) 
^u • • •^ ^m Eingeordnet, und der Differentialgleichung wird durch eine Reihe 

genügt, welche von m willkürlichen Constanten abhängt und für hinreichend' 
kleine Werthe von \x\ cönvergirt. 

Für den Fall eiüer linearen Differentialgleichung nter Ordnung findet 
dieselbe Vereinfachung der Reihenentwickelungen statt wie in § 4 für ein 
System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Charlottenburg, 7. Juli 1895. 
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Ueber indefinite ternäre quadratische Formen. 

(Fortsetzung der Arbeit aus Bd. 115 Heft II S. löO — 182 dieses Journals.) 
(Von Herrn A. Meyer in Zürich.) 



§6. 

Untersuchung der Aequivalenz der Formen /i der Invarianten ö*+*ß, dJ, 

36. llandelt es sich um die Entscheidung der Aequivalenz der 
Formen /; der Invarianten O'^^ü, 0J, welche derselben Form f der Inva- 
rianten ö'ß, dJ entstammen (wo S2J prim zu ö), so kommen, wenn j? > 
ist, nach Art. 2, 1) nur Formen fß in Betracht, und flir die Aequivalenz 
zweier Formen fß und f^^^ ist dann nach Art. 4 nothwendig und hinreichend, 
dass es eine Transformation von f in sich selbst giebt, für welche die Oon- 
gruenz stattfindet: 

X'^a'X+a[fz' = (mod.ö). 

Die Existenz einer solchen Transformation lässt sich nun (für x >> 0) immer 
nachweisen, und zwar genügt es, in den Formeln des Art 5 6 = 1 anzu- 
nehmen. Die vorige Congruenz geht dann über in 2apq' ^a'—a'^ und es 
ist also eine Auflösung der Gleichung 

(IL) p'^e^nFCq, q\ q") = 1 

zu suchen, welche dieser Congruenz genügt, oder, wenn man p^l (mod.ö) 
wählt, der Congruenz 

(1.) 2aq'' = «'-«; (mod.Ö). 

Sind i2^, Jl die grössten quadratischen Theiler von i2, J] 12 = i2ii2J, 
J = ^1^2, E der grösste gemeinschaftliche Theiler von £2i und Ji] £2^ = JBi2ü, 
Ji = JBz/o, so sind S2^J^ .^/o, E relativ prim. Setzt man nun 

^Eq = ^1, q" = J,q'^, A = d'^'^JA^, Ä = 0JA[, 

so geht (II.) über in 

(ir.) p^-ö- AV?1^,£F,(9„ q', q'l) = 1, 

39* 
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WO 

eine eigentlich primitive Form der Invarianten öz/,„ O^'H^E ist, und es ist 
jetzt die Gleichung (IF.) so aufzulösen, dass 

(2.) qi = (mod.ßjJB), 2aAq[' = a'^a[ (mod.ö) 

wird. Setzt man noch 

so ist z der Gleichung gemäss zu bestimmen: 

(2+d^niJin,Ez)z = F,(9„ q\ q['). 
Ist X gerade, so setze man noch q' = d^'q[. Dann wird 

Fi(qu q. 9D = ö'-^*^o^a^i9?+ö'^-'^^ü^^;9;'+^V+--- = '^2(9M qu q'Ö. 
wo nun F2 die theilerfremden Invarianten Ö^+V^^ ßoJB hat. Die Zahl 

m = (2+ö«ß2V2'i2oEa)Ä 
ist daher immer durch F2 darstellbar, wenn m prim zu di2z/ und £l^^Em^2^ 
3, 5, 6, 7 (mod.8) ist und 

(f)=(4^). (^)=(x) 

in Bezug auf jeden Primfactor ^^^ von J^. Es ist aber immer möglich z 
diesen Bedingungen entsprecliend zu wählen, ausgenommen, wenn (To = 3, 
^2^2 nicht durch 3 theilbar und Sl^^E^Ä^ (mod.3). Indessen kann man 
dann z und ql durch 3 theilbar machen und setzen is = 3j5i, q'l^^^q^^ 
worauf ^m durch die Form darzustellen ist 

\e^^'n,,J,A,q\+\e^^'J,EA[q['+%rq';'+-', 

deren Invarianten ^ö^+^z/,,, 3i2oE ebenfalls relativ prim sind. Die Bedin- 
gung in Bezug auf den Primfactor 3 fällt jetzt weg (man hätte auch von 
vorneherein gf" = ^0^291' setzen können). 

Da m prim ist zu 0, so ist es auch q'l\ ausserdem kann man z positiv 
annehmen. Ist ^1 = ^1, q =^ q', q'l = q", p=^p eine solche Auflösung von 
(ir.), so kann den Bedingungen (2.) nachträglich folgendermassen genügt 
werden: 

Setzt man 

e^niJlil,EF,{^,, q', q'/) = D, 

so ist T = p, [7=1 die Fundamentalauflösung der Gleichung i^—Du^ = 1 und 

jede Auflösung /, u derselben liefert eine Auflösung von (IF.), wenn man setzt: 

(3.) p^t, 9i = q, u, q' = q'f/, 9'/ = q'^u. 
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Da nun D^O (mod.di2^£), kann man nach Art. 12 u so bestimmen, dass 

c\,u = (mod.AjE), 2aJ2(\iU = a'^a[ (mod.d) 

wird, nnd dann erfüllt das System (3.) alle Bedingungen. Hieraus folgt: 
Ist X gerade, so sind die Farmen f^ und f^^ äquivalent. 
37. Ist X ungerade, so gelangt man zu demselben Resultate wie in 
Art. 36; doch ist der Beweis umständlicher. Für x=l ergiebt sich derselbe 
zwar noch wie vorhin mittelst der Sätze in Art. 33 und 34. Für ;e > 2 
sind unter der Voraussetzung, dass £IJ0 keinen quadratischen Theiler besitzt, 
durch den Schluss von x auf x+l zunächst die Sätze zu beweisen: 

1) Die Formen /'^"^ desselben Geschlechts der Invarianten Ö'jQ, OJ 
bilden nur eine Klasse, ausgenommen, wenn 

ö = i(mod.8), ennj, (-i^) = +i, (j^) = +i 

ist, in welchem Falle sie zwei Klassen bilden; und zwar, wenn die Klassen 
des entsprechenden Geschlechts der Invarianten Öß, OJ wie in Art. 20 
repräsentirt werden durch 

t,3_/a, ÖV, a'' V /a„ a;, a'/x iVI-O la"l - 1 

'* ■" \dh, h\ 0b" J ~ V6„ 6;, b'l )' ^^ |ö U - ^» |ö |d - -L» 



^^ - V eb, b'+ba\ d(b"+a'ay " \, 6;, 6'^ ' ^^ V^+ r a + aVV^^' 

80 worden die beiden Klassen der Invarianten Ö*i2, OJ repräsentirt durch 

je nachdem x gerade oder ungerade ist (& = 1 oder 2). 

2) Soll eine primitive Form (p = (m, n", m') der Determinante O'QM'^, 
in welcher der Factor iüf" prim zu 0S2J und nicht dqrch 4 theilbar ist, 
durch /if'^ eigentlich dargestellt werden, so muss sein 

w (4^)=+i, (4^)=(^), (1)=+.. (^)-(-^), ©=(4^) 

in Bezug auf jeden ungeraden Primfactor ,a", w, d von 3f' ', i2, ^/. Sind 
diese Bedingungen erfüllt, so ist y sowohl durch fl"'^ als durch f^"^ darstell- 
bar, wenn if" wenigstens einen Primfactor, welchei* NO ist, in ungerader 
Potenz enthält. Sind dagegen alle Primfactoren, welche in itf " in ungerader 
Potenz aufgehen, quadratische Reste von 0, so lässt sich die eine Hälfte 
der Klassen des Geschlechts, zu welchem (p gehört, durch fl"^^ die andere 
durch fi""^ darstellen. 
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3) Soll die primitive Form * = (ß\ iV, -Sf ") der Determinante J6m, 
in welcher m prim ist zu OilJ und durch 4 nicht theilbar, durch F^f*^ dar- 
stellbar sein, so muss 

(l)=+i. (v)=(4^)- (t)=+'. (v)=(t')' (t)=(4^) 

sein, für jeden ungeraden Primfactor ^, (J, w von m, z/, ß. Unter diesen 
Bedingungen ist * sowohl durch Fi^^'^ als durch F^'^ darstellbar, ausgenommen, 
wenn alle in ungerader Potenz in m aufgehenden Primzahlen quadratische 
Reste von 6 sind, in welchem Falle nur die Hälfte der Klassen des Ge- 
schlechts, zu welchem ^ gehört, durch Fj^*^, die andere durch Fj*^ dar- 
stellbar ist. 

Hieraus folgt dann x sofort, dass wenn M*'tn prim ist zu d£lJ und 

(^) = +1, Jm = 2, 3, 5, 6, 7 (mod.8), (^) = (^), 

(^) = +l, i2M"^ 2, 3, 5, 6, 7 (mod.8), {^)^{^), 

für jeden Primfactor o) von ß, <? von ^, die Zahl m sowohl durch f[''^ als 
durch /2^*\ ebenso iüf" sowohl durch Fl''^ als durch FJ*^ darstellbar ist. Daraus 
aber ergiebt sich die Aequivalenz von fß und f^ß^ ftir beliebige mit 2Ö theiler- 
fremde Werthe von £IJ wie im Art. 36, indem man fUr ungerades x setzt: 

38. Für X = 1 sind die Sätze des vorigen Artikels bereits bewiesen 
(Art. 20 u. 32). Gelten sie aber für x^i-^ so ergeben sie sich &iT x = k+1 
wie folgt: 

Der Beweis von 1) ist derselbe wie in Art. 36 für gerades x, nur 
dass die Substitution q' = Ö^'^J jetzt wegfällt wegen der eben ausgesprochenen 
Folgerung für die- Darstellbarkeit von Zahlen durch /J*^ oder F^^-\ 

Zum Beweise von 2) transformire man die Form (p = (m, n", m') der 
Determinante 0^^^£2M'\ für welche die Bedingungen (y.) erfüllt sind, vorerst 
so, dass m prim "wird zu 0£2J und nicht durch 4 theilbar, n" ^0 (mod.ö^^^) 
und bilde nach den Vorschriften des Art. 21 die ternäre Form 

gii^i} = r"^ ""/ "^'Z) der Invarianten e'^'Q, dJ, 

und hieraus die Form 

S''' = (ö-'«, ö-'«', r"*") ^«'- Invarianten O^Si, 6J, 
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welche mit fl^^ in dasselbe Geschlecht gehört, daher mit fl^^ oder fi^^ äqui- 
valent sein mnss; dann ist g^^'^^^ bezw, äquivalent mit fl^'^^^ oder /J^"^*\ 
Denn nach 1) muss g^^^^ mit einer dieser Formen, fl^'^^\ äquivalent sein. 



Geht dann /J^+'3 in g^^-^'^ über durch die Substitution | §' rj' t' | der Deter 



minante 1, so geht fP^ in g^^'^ über durch 




I r V Ö->S' I oder I 




je nachdem X ungerade oder gerade ist. Aus den Transformationsgleichungen 
folgt aber wie in Art. 4, dass die Coefficienten dieser Substitutionen ganz- 
zahlig sind. Sind also ^^^"^'^ und g^^'^^^ äquivalent, so sind es auch flf^ und 
S^^^^ und umgekehrt, u. s. w. Sind alle in 3f" in ungerader Potenz auf* 
gehenden Primzahlen quadratische Reste von Ä, so ist die durch /"i^^ dar- 
bare Hälfte der Klassen des Geschlechts, zu welchem (f gehört, auch durch 
/i^+^^ darstellbar. 

Um 3) zu beweisen hat man ebenso ^ so zu transformiren, dass 
itf" prim zu OQJ und nicht durch 4 theilbar, iV^ (mod.ö), also |ilf' | = 1 
wird, und sodann die ternäre Form 

G^^^'^ = (*' jj!' iJ!!) der Invarianten OJ, O'^'Ü 
herzustellen, so dass |Jf| = A+2, |iV"|>l ist. Dann ist 

^ ~ V iV, N\ Ö-^JV'V 

eine primitive Form der Invarianten OJ, O^Q, welche mit Fl^'^ in dasselbe 
Geschlecht gehört, daher einer dieser Formen äquivalent ist und die Form 
(ß^^M\ N, OM") darstellt, welche aus ^ und (6, 0, —Jm) zusammengesetzt 
ist Und wieder ist G^^'^^^ mit Fl^'^^^ oder F^^+*^ äquivalent, je nachdem 
G^^^ mit F[^^ oder F^ äquivalent ist, u. s. w. Sind alle Primzahlen, welche 
in m in ungerader Potenz aufgehen, quadratische Reste von 0, so ist die 
durch Fi^~^^ darstellbare Hälfte der Klassen des Geschlechts, zu dem * 
gehört, auch durch F^^'^^'^ darstellbar. 

39. Aus dem Vorstehenden ergiebt sich also, dass die Klassenanz^hl 
sich beim Uebergange von den Invarianten dS2, OJ zu Ö*i2, dJ {k > 1) 
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nicht ändert. Sind i2, J Invarianten ohne kubische Theiler und bezeichnet 
ß' (z/') das Product der Primzahlen, welche in S2 (J) in zweiter und in 
J (£2) in erster Potenz enthalten sind, ist ferner i2 = £2*£2", J = J*J'\ so 
sind i2", z/" Invarianten, wie sie in § 3 betrachtet werden; 12' und J' sind 
theilerfremd und gehen in ß" und ^" auf, und wenn man 

i2" = ß'^'ß,„ r^aij'j^, 

setzt, so ist i2'z/' prim zu ^xxJn- Beim Uebergange von i2", z/" zu i2, ./ 
ändert sich die Klassenzahl nicht, wie man sofort erkennt, wenn man das 
soeben gefundene Resultat (für & = 2) bezüglich der Primfactoren von ü! (J') 
successive auf die Formen f (F) anwendet 
Ist 

/ = Q J/ %) mit der adjungirten F = (^' ^/ ^„) 

Hauptrepräsentante einer Klasse der Invarianten i2", J*\ also |a| = 0, 

Ifl'l = |ß"|, |a'| = |ßV|, u. s. w. in Bezug auf jeden Primfactor von iX'J'^ 

so ist 

_ (aJ\ a'Si''J'-\ a"d'\ 
'' ~ \bSl', VJ\ b"SiO 

eine Repräsentante der entsprechenden Klasse der Invarianten £2^ J, mit 
der adjungirten 

und zwischen den quadratischen Charakteren dieser Formen bestehen die 
Relationen 

(^M^)' (^)-(^). (f)=(^) 

in Bezog auf jeden Primfactor tu', t«,„ d' von S2', i2„, J'. Da b"^-aa' = i2"^", 
ist -aa'^'-> = ^"i2'Ai (mod-cJ'); daher 

(A) -. (^«^); 

ebenso 

Diese Relationen lassen sich noch umformen: 

Sind ß^, A, ^\ A" die grösst^n in 12, J, £2", J" aufgehenden Qua- 
drate und n = n,£^, J = J,J\, £1" = i2;'i2;'*, J" = j';j','\ so ist i2;' = i2'A, 
J[' = J'J^ und i2' Theiler von ^2^, z/„ i2;', //;' und prim zu n,JjS2^Jt;, 
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ebenso J' Theiler von z/j, i2,? *ßn ^i und prim zu ^x^aß^'^i' ; daher 

je nachdem Wi^ in Ji aufgeht oder nicht; ferner ist 

oder 
Ebenso 

je nachdem (Jn in i2i aufgeht oder nicht, und 

Aus diesen Gleichungen folgt, dass die Grundfactoren des Geschlechts, 
zu welchem f gehört, tibereinstimmen mit denjenigen des Geschlechts von 
/i; und da auch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von £1^ und J^ 
mit demjenigen von i2" und J'^ übereinstimmt, gilt für die Klassenanzahl 
eines Geschlechts der Invarianten i2, J genau dieselbe Regel wie für ein 
Geschlecht der Invarianten ü!\ J". 

§7. 

Untersuchung der Aequivalenz der Formen /^ der Invarianten O^Slt 6^'^'^J, wenn J > 0, SiJ 
durch die Primzahl nicht theilbar ist. — Klassenanzahl für beliebige ungerade Invarianten. 

40. Beim Uebergange von den Invarianten i2, J zu i2, J6^ kommen 
nach Art. 2, wenn |z/|^>0, nur die Formen fi^fc in Betracht und es ist 
für die Aequivalenz zweier Formen fc und fj>^^^ die derselben Form f ent- 
stammen, nach Art. 4 nothwendig und hinreichend, dass es eine Transfor- 
mation A von f in sich selbst giebt, für welche die Congruenzen (C.) be- 
stehen. Im Folgenden setze ich die höchsten in i2 und J aufgehenden 
Potenzen ö"' und 0^ von in Evidenz und bezeichne demgemäss die In- 
varianten von f mit Ö"'i2, d^J^ wo nun £1J durch nicht theilbar ist. Die 
Fälle w >> und co = behandle ich gesondert. Es sei 

1) CO > 0. 

Aus den Transformationsgleichungen und den Voraussetzungen des 

Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 4. 40 
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Art. 2 ttber die Coefficienten von f ergeben sich die Congruenzen 

a = ak^ (mod.ö), = av'+aV^ (mod.ö^^O, = lv = lfi (mod.d«), 

ans denen sofort folgt 

l = ±l (mod. ö), ^ = y = (mod. e^\ v =0 (mod. $). 

Daher reduciren sich im vorliegenden Falle die Congruenzen (C.) auf 

a";i+/?-;t'~r-a>" = 0, /J"a'-.a"-/3;V" = (mod.Ö). 

Wählt man in den Formeln des Art. 5 e = 1, so gehen diese Con- 
gruenzen, mit Rücksicht auf die Gleichung 

(n.) p^-ö-i2F(y, q\ q") = 1, 

über in 

+ («' -0+2ö/:?Y'+2a9' =0, ß" = ß'; (mod.ö), 

wenn p^±l (mod.ö). Ist die zweite Congruenz erftlllt, so lässt sich die 
Gleichung (IL) immer so auflösen, dass auch der ersten genügt wird. 

Um dies nachzuweisen führe ich wieder die Bezeichnungen des 
Art. 36 ein, wodurch die Bedingungen übergehen in: 

(II,.) (2+e^niJinoEz)z = f,(^„ q', ^r), 

wo T,(q,, q', q[') = e^-^'n,J,A,ql+e'J,EA[q"+Ä'q'^'+-^ 

(1.) ±2a(iq'+ß"q") = «l'-a" (mod.Ö). 

Ist d gerade, so setze ich « = Ä^ai, ql — 0^^q2. Dadurch geht (IIj.) 
über in 

(II,.) (2+e^^'nJlz,)z, = F,{q,, q\ q'^), 

wo F2(9i,9',9r;') = ri2o^o^i9i+^üß^I?'+^"?r+- eine primitive Form 
der theilerfremden Invarianten z/,„ O^^SIqE ist und 

(r.) ±2aq' = a';^a" (mod.ö), q, = (moA.Sl.E) 

sein muss. Wählt man Zi prim zu 20£i^^J^^E und so, dass 

in Bezug auf jeden Primfactor (J« von z/^, so ist (11,.) immer, aber nur so 
auflösbar, dass q nicht durch 6 theilbar ist und den Bedingungen (!'.) kann nun 
wie in Art. 36 nachträglich mittelst der Pe/fechen Gleichung genügt werden. 
Ist d ungerade, so setze ich z = d^^i, ql = O^^^'^^^q^. Dadurch geht 
(IIi.) über in 

(II3.) {2^6<^^'nAz,)z, = F,{q,, q\ q','), 
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WO F^(q,,q\q2)=^»'£X,Jt,A,q]+JoEA[q''+0Ä'q'^''+-' eine primitive Form 
der Invarianten ö^„, 0"'^£l^,E ist, und die Gleichung (II3.) ist nach Art. 37 
lösbar, wenn man «i prim zu idÜ^^J^^E und so wählt, dass 

wird, worauf man wie vorhin noch die Pe//sche Gleichung zu benutzen hat. 
Also gilt der Satz: 
Ist Ol > 0, (T > 0, ß" = ß['^ so sind die Formen fc und f^^^ äquivalent. 

41. Um den Fall zu behandeln, in welchem /?" und /?" verschieden, 
also nicht congruent, mod.d^ sind, bedarf es einer anderen Annahme fUr «. 
Ich setze dann a = Ö^", also mit Rücksicht auf Art. 7 

so dass 

(IL) p\--n(e^ajA,q'+e^^^JA[q\'+e^A'q';^+'-) = i 

sein muss und, wenn man /?, :^ 1 (mod.Ö) wählt: 

;i z^ .u' lE^ r" = 1, ^" EZE 2a'^ (mod.Ö). 

Da, wie vorhin bewiesen, a" und a" ohne Einfluss auf die Klassen 
der Formen fc und f^^"^ sind, kann man sich dieselben immer so gewählt 
denken, dass die erste der Congruenzen (C.) erfüllt ist. Es bleibt dann nur 
noch die zweite, welche lautet: ^d^q^^ß'—ßl (mod.Ö). Die weitere Unter- 
suchung übergehe ich, da sie derjenigen des vorigen Artikels ganz analog 
ist und zu demselben Resultate führt, so dass der Satz gilt: 

Ist CO > 0, (T > 0, so sind die Formen fc sämmtlich äquivalent. 

42. Es sei jetzt 
2) CO = 0. 

Aus den Transformationsgleichungen (vgl. Art. 4, 1)) folgt sofort 

v~r' = (mod.Ö). 
Die Congruenzen (C.) reduciren sich demnach auf 

a''A+/j";t'-i"-a;V" ^ 0, a'\u+ß"iii'^u"^ßy = (mod.Ö). 
Für £ = 1, q" ^0 (mod.ö) erhält man aus Art. 5: 
p = ±l, l = iu'z^v" = l, l' = u = 0, l"=+2aq\ /li" ^ ±2aq (moA.d), 

somit nebst der Gleichung (IL) die Congruenzen: 

(1.) ±2a?'^«/-a", +2a'9=/?"-/^r (mod.Ö). 

40* 
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Ist /3" = /9'/, so muss q^O (mod.ö) sein. Man aetze daher unter 
Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungen 



Sl,Eq = eq,, q"^e ' J,q[\ p ^ l+O'^nJU, 

wo J' = oder 1 ist, je nachdem d gerade oder ungerade. Hierdurch geht 
(IL) über in 

(ir.) i2 + d'nJU)z = d'aA.Aq\+J,EA[q"+e^'A"q';'+-', 
wo die Form rechts die Invarianten O^'J^^ 0^'^' £i^E hat und dii^J^iE keinen 
quadratischen Theiler besitzt. Da diese Gleichung so lösbar ist, dass q' 
nicht durch 6 theilbar ist, so können auch noch die Bedingungen 

2a9' =3 «;'-«" (mod.Ö), ^^^O (mod.^E) 

mittelst der Pe/Zachen Gleichung befriedigt werden. Demnach sind wieder 
fc und f^^^ äquivalent. 

Ist ß"^ßi^ so braucht man, weil es auf den Werth von a" nicht 
ankommt, nur die zweite Congruenz (1.) zu berücksichtigen. Dann darf q 
nicht durch theilbar sein. Setzt man demnach 

n,Eqr=q,, 9" = ö*(^+^'^^2?n p^l+O'^nJU, 

SO erkennt man wie vorhin die Aequivalenz der Formen fc und f^^. 

Daher gilt allgemein der Satz: 

Ist J > 0, 80 sind die Formen fc sämmtlich äquivalent. 

43. Sind f und g zwei nichtäquivalente Formen desselben Ge- 
schlechts der Invarianten i2, J und |i2i^^0, |^|«^>0, so sind auch die 
Formen fc und gc der Invarianten 12, z/ö', welche jenen entstammen, nicht 
äquivalent. Dies ergiebt sich folgendermassen : 

Da alle fc und ebenso alle gc unter sich äquivalent sind, würde aus 
der Aequivalenz von fc und gc auch diejenige der Formen f^^^ und g^^^ folgen, 
welche der Annahme a" = /?" = entsprechen. Ginge nun fP in gP über 

durch die Substitution 1 I' ^' ^ 1 , so ginge fmg über durch I § 

Setzt man aber, wie immer, die Formen in der im Art. 2 angegebenen 
Weise präparirt voraus, so folgt aus den Transformationsgleichungen, dass 
^=--^':2::0(mod.ö) und f mit g äquivalent wäre, gegen die Voraussetzung. 
Somit enthält das Geschlecht von fc genau so viele Klassen wie das ent- 
sprechende Geschlecht von f und es gilt der Satz: 



^■' m flrv' uoei 
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Bern Uebergange von den Invarianten £2, J zu £2, JG^ bleibt, wenn 
J durch 6 theilbar ist, die Klassenanzahl in jedem Geschleckte unverändert. 

Durch successive Anwendung dieses Satzes gelangt man offenbar zu 
folgendem Resultate: 

Stellt man £2 und J als Producte von Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen dar, redncirt in dieser Zerlegung jeden Exponenten auf 2 oder 1, je 
nachdem er gerade oder ungerade ist, und erhält so aus £2, J bezto. £2j, Jj, 
so enthält jedes Geschlecht der Invarianten £2, J gleich viele Klassen wie 
das entsprechende Geschlecht der Invarianten £2j, Jj. 

Die Bestimmung der Klassenanzahl ist somit auf den Fall zurück- 
geführt, in welchem die Invarianten keine kubischen Theiler besitzen. 

Setzt man £2 = £2j£2]j, J = JjJn^ so erhält man aus jeder Klassen- 
repräsentanten K' ^,' ^,J der Invarianten £2j, Jj, deren Coefficienten in Be- 
zug auf jeden Primfactor von £2J den Bedingungen genügen 
|a| = 0, |a'| = IAI, \a"\==\£2jJ,U 
\b\>\£2jJ,Jrr\, \b'\>\£2,r£2rJn^iU W'\> \£2jr£2,J\, 

eine Repräsentante der entsprechenden Klasse der Invarianten £2, J in der Form 

/ ti, Siha\ Sihdha'\ 

^£ih^iib, SiiiJiiV, Sirib" y 

Hieraus und aus dem Schlusssatze von § 6 ergiebt sich zur Bestim- 
mung der Klassenanzahl eines vorgeschriebenen Geschlechtes G der In- 
varianten £2, J die Regel*): 

Ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von £2 und J und sind 
£21^ Jl die grössten in £2, J aufgehenden Quadrate, £2 = £2'£^^ J =: J^Jl] 
M das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von £2' und J'; öj, Ö2, . . ., ö^ die- 
jenigen verschiedenen Primfactoren von 0, für welche 

ist, wo J\ = J'e-^ oder = J' (i2; = i2'Ör' oder = £2') ist, je nachdem 6, in 
J' (12') aufgeht oder nicht; ist endlich 2* die Anzahl der verschiedenen unter 
den Totalcharakteren 

(AJ) (A^) (A!l) 



♦) Vgl. die Note, dieses Journal Bd. 112, S. 87. Auf S. 88 Z. 4 v. 0. ist die 
Clausel (> 3) wegzulassen (nach Art. 19). 
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aller positiven und negativen Theiler d von 2My (wo dj, = dB^^ oder == rf, je 
nachdem Bj, in d aufgeht oder nicht), so ist die Klassenanzahl des Geschlechts 
G gleich 2'"-". 

§8. 

Erweiterung der Untersuchungen in § 3—5. Beweis des Satzes 81. 

44. Die bisherigen Untersachangen reichten zwar hin, um die Klassen- 
anzahl für beliebige angerade Invarianten zn ermitteln; dagegen bedürfen 
sie noch einer Erweiterung, wenn es sich am den allgemeinen Beweis des 
Satzes 31 in Art. 16 handelt. Von den Voraussetzungen in § 3 — 5 über 
die Invarianten Sl@^ JO soll jetzt die erste, dass dieselben keinen kubischen 
Theiler besitzen, noch beibehalten, die zweite aber, dass ihr grösster gemein- 
schaftlicher Theiler prim sei zu £lJy fallen gelassen werden. Die Unter- 
suchung gestaltet sich dann derjenigen in § 3 — 5 ganz ähnlich und führt 
zu analogen Ergebnissen, weswegen es genügen mag, hier die Haupt- 
momente derselben mitzutheilen. 

Es seien wieder JQ^, Jl^ 01 die grössten in i2, J, aufgehenden 
Quadrate, i2 = ß^i^, J ^ J^Jl^ =^ 0^0% £1^ der grösste gemeinschaftliche 
Theiler von ii^ und 0,, J^ derjenige von J^ und 0i, endlich 

n, = äA, ^1 = ^1^1, 01 = i2,j,0,. 

Dann enthält das Product i2ii2ii22 ^1^1 ^2 01 02 keinen quadratischen Theiler 
und die Invarianten lauten 

i20 = 4^?^2^i0i02, ^0 = ^1 7lJll2,0,0l 

Nun gilt der Satz: 

Jede primitive Form der Invarianten S20, J0 lässt sich aus einer 
primitiven Form der Invarianten £1* = il^SllJ ^01^ J* = J^J\Q,y0^ durch eine 
Substitution der Determinante Q]J^0y^02 ableiten, und zwar erhält man alle 
primitiven Klassen (jede im allgemeinen mehrmals) der Invarianten £10, 
J0, wenn man auf jede Form eines vollständigen Systems nicht äquivalenter 
primitiver Formen der Invarianten £l\ J* alle eingerichteten Substitutionen 
der Determinante £l\^^0y02 anwendet; d. h. alle Substitutionen der Form 



T 



(AiÖn \ 

^11011«' ^2,2^11012 021 j, 

J2,,0„a" Si,,Jn0U02^ß" ^1^,2022/ 
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WO i2iii2,2 = ^i, J,,J^2='J,, 0n0i2=0i, 021022 = 02 Ist uod a\ a", ß" 
diejenigen Zahlen vollständiger Kestsysteme nach den Moduln H^^ nO^O^x^ 
i2,2^i2 022, ^n^\2&n bezw. durchlaufen, für welche a+aa'^ prim wird zu 
^12 012, ^uO^\a'+a"ß"^) prim zu ^/i2 022. 

Weiter ergiebt sich: 

Alle derselben Form der Invarianten Si\ J* entstammenden Formen, 
welche denselben Zerlegungen von J2i, J^^ 0„ 02, ausserdem mod.i2,2 0i2 
congruenten Werthen von a' und moä.Ji20n congruenten Werthen von ß" 
entsprechen, sind äquivalent. 

Sind die soeben genannten Bedingungen für zwei Formen /i (& = 1, 2), 

welche derselben Form f der Invarianten Si\ J* durch zwei eingerichtete 

Substitutionen 



^2^11012 021^'/ 





entstammen, nicht erftlllt, so ist der Satz in Anwendung zu bringen: 

Damit die Formen /i und /i äquivalent sind, ist nothwendig und 
hinreichend, dass es eine (ganzzahlige) automorphe Substitution 






von f giebt, deren Coefficienten den Congruenzen (10.) und (11.) des Art. 13 
gentigen, für welche die Moduln jetzt aber bezw. Si^Oi und z/i02 sind und 
in welchen aj^, ßj,, y^, cJ* wieder durch die Congruenzen (a), {ß) bestimmt 
sind, deren Moduln 

^Ifc »^1» '^2* ^2k 

nunmehr die grössten gemeinschaftlichen Theiler von 
i2,,0i,undi2;,0;,; ß^©!* und i2;,0;,; ./u02* und ^u0i,; Jx^O^^vmA J\,&^ 
(k^l) bezw. bedeuten. 

45. Die Discussion der Congruenzen (10.) und (11.) zeigt nun 
wieder, dass sie sich ftir zwei demselben Geschlechte G angehörige Formen 
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/; und fi stets erfüllen lassen, ausgenommen fflr diejenigen Primfactoren 6^ 
voni2i0i, für welche zugleich 

und für diejenigen Primfactoren Ö2 von ^i02, für welche zugleich 



ist, wo i2| = i2i^i, ^1* = z/iI2i0j, pi ((>2)= 1 oder ist, je nachdem 6^ (Ö2) 
in 01 (Ji) aufgeht oder nicht 

Für den Beweis der Auflösbarkeit der Gleichung (IL) unter den an- 
gegebenen Bedingungen bedarf es jetzt des früher angewandten Inductions- 
verfahrens nicht mehr, da an Stelle der Form F2 des Art. 35 eine Form 
tritt, deren Invarianten den Voraussetzungen des § 3 entsprechen, unter 
welchen die Richtigkeit des Satzes 31 bereits nachgewiesen ist. 

Werden die Producte der Primzahlen 0^ und Ö2, welche den Bedin- 
gungen (öj) und (Ö2) genügen, bezw. mit F^ und 7^2 bezeichnet, so ist wieder 
r=r^r2 die Grundzahl des Geschlechtes G, die Zahlen x bestimmen sich 
durch die Congruenzen (19.) und (20.) des Art. 16, und die Gleichung (21.), 
in welcher jetzt d einen positiven oder negativen Theiler von 2^^J^6i (dem 
verdoppelten kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen von 12,', ^1) bedeutet, 
d. h. der Satz 33, giebt auch hier das Kriterium für die Aequivalenz der 
Formen /i und /"j. Um über die Aequivalenz zweier beliebigen Formen 
desselben Geschlechts der Invarianten £10, J0 zu entscheiden, hat man aus 

den ihnen äquivalenten Hauptrepräsentanten f^ = (^*' ^*' 2*), (ft = 1, 2) die 

F««e„ ^-{^^^.^^^^^■^ - bilde., wdehe Sq.i- 
valent sind und aus derselben Hauptrepräsentanten f durch die Substitutionen 
Si hervorgehen mögen. Bezeichnet dann S die Substitution a? = y, a:' = i2,y', 
x" = 0i02y", so geht f^t aus / hervor durch die Substitution SSj,, welche 
in eine eingerichtete und eine nachfolgende unimodulare zu zerlegen ist, 
u. 8. w. wie früher (Art. 17). 

46. Auch bei der Erweiterung der Untersuchung in § 4 über die 
Darstellung einer binären Form durch eine ternäre erhält man den früheren 
völlig analoge Resultate; insbesondere bleiben die Sätze 2), @, 5, ® ihrem 



(1.) 
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Wortlaute nach gänzlich unverändert*), wenn man den Zahlen d, /i, /i 
die im vorigen Artikel angegebene erweiterte Bedeutung beilegt 

Aus dem Satze ® ergiebt sich sodann wie in Art. 34 der Satz ^ 
für solche ungerade Invarianten, welche keinen kubischen Theiler besitzen. 
Endlich erkennt man aus dem in Art. 43 angegebenen Uebergang von 
diesen Invarianten zu beliebigen ungeraden Invarianten sofort die allgemeine 
Gültigkeit des Theorems 31. 

§9. 

Beweis der Auflösbarkeit der Gleichung p^—£l F{q, q\ q") = ( unter den in § 2 
aufgestellten Bedingungen. 

47. Wie zuerst Herr Hermite bemerkt hat**), reproducirt sich die 
quaternäre Form p^—SIF^q, q', q") durch Multiplication. Nennt man zur 
Abkürzung eine den Bedingungen des § 2 entsprechende Auflösung der Glei- 
chung (IL) brauchbar^ so gilt der Satz: 

Sind B und e^ relativ prim, so folgt aus zwei brauchbaren Auflösungen 
der Gleichungen 

p'^nF(q, q\ 9") = ^, Pl-^nq.. ?;, 90 = ^1 
auch eine brauchbare Auflösung der Gleichung 

pl-nF(qt, g't, q';) = sj = eei 
mit Hülfe der Formeln: 

P2=-pp.+£i\(Aq+B''q'+BY)q,+(iB"q+A'q'+Bq'')q\+(B'q+Bq'+AY)q'X 
q. =pqi+qpi + <q'q"-q"q\)+b'\q"q^-qq':)+b\qq[-q'q,\ 

q. =pq\+q'Pi+b\q'q':-q"q\) + »Xq\-qq")+ b{qq[-q'q:), 
l q'i=^pq'l+q"p.+ b'(q'q\'-q"q[)+ b(q"q,-qq':)+a"Cqq[-q'qO. 

Um die Brauchbarkeit dieser Auflösung nachzuweisen, hat man zu 
zeigen, dass die Bedingungen des § 2 in Bezug auf jeden Primfactor von 
£1J und in Bezug auf den Modul 2 erfüllt sind. Da « und e^ relativ prim 
sind, kann 6 nicht in beiden zugleich aufgehen; es sei daher 

ki|(?-»?i = 0; also i?2 = i7. 
Ist 17 = 0, cü > 0, so ist nach § 2 (Bd. 113 S. 199) eRO und «lÄÖ; 
also auch 

172 = 0, 6,Re. 

*) In % (Art. 32) ist statt „Gruppen" zu lesen „Systeme von Totalcharakteren". 
♦*) Dieses Journal, Bd. 47, S. 324; vgl. auch Bachmann, ib. Bd. 71, S. 299. 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 4. 41 



322 Meyevy über indefinile temäre quadratiiche Formen. 

In den Übrigen Fällen ist tj>0 nnd man Überzeugt sich mittelst 
der Formeln (1.) sehr leicht, dass die für p, q, q\ q", e^ aufgestellten Be- 
dingungen in gleicher Weise auch für pa, 921 ^2, 92', (Oo gelten. Ist ins- 
besondere 6^0 (mod.4), Bi ungerade, so sind nach Voraussetzung o, a', a\ 
Ay Ay Ä' ungerade, b^ h\ h'\ B^ B\ ß" gerade, p, g, q\ q' ungerade 
und aus den Formeln (1.) folgt sofort 

P2 = 92 = 92 = q2 = Px+qx+q'i+q'x (mod.2), 
aus der Gleichung pl-^SlF^q^^ q\^ ql) = 6, aber Pi+qi+q[+q'l ^ 1 (mod.2); 
somit sind P21 929 921 92 ebenfalls ungerade. 

48. Die Auflösbarkeit der Gleichung (IL) unter den Bedingungen 
(Voraussetzungen und Forderungen) des § 2 bleibt jetzt nur noch für den 
Fall zu beweisen, dass 6=— 1, 2, 4 oder Potenz einer ungeraden Prim- 
zahl 6 ist. 

l)f = ~l. 

Es muss — l/}i2 sein, was in § 2 durch die Bedingung ausgedrückt 
ist, dass bRO sein muss, wenn 17 = 0, (ü>>0 ist Ist dann p eine Wurzel 
der Congruenz p^^— 1 (mod.ß), so setze man p = p+i2«. Dadurch geht 
die Gleichung (IL) über in 

(ir.) ^ = ^+2»,;.+i2a' = F(y, qr', 9"). 

Nach Satz 21 ist diese Gleichung auflösbar, wenn -^-^ — prim ist zu £iJy 

^-^—FRO in Bezug auf jeden Primfactor von J und wenn p^+1 einer 
der Zahlen 2, 3, 5, 6, 7 congruent ist (mod. 8). Letzteres ist der Fall, so- 
bald p nicht durch 4 theilbar ist, was für js drei zulässige Werthe (mod. 4) 
giebt. Was die zweite Bedingung anbetriflft, so ist zu unterscheiden, ob 
in *ß aufgeht oder nicht. Im ersten Falle muss, wenn -^-75 — =pi ge- 
setzt wird, 

sein, und da jetzt nicht in p aufgeht, lässt sich js (mod.d) immer dieser 
Bedingung gemäss bestimmen. Geht ^ in i2 nicht auf, so muss 

im = (^) 

werden; auch diese Bedingung ist bekanntlich durch einen oder mehrere 
Werthe (mod.ö) von p und somit von z erfüllbar. Endlich muss und kann 
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3 in Bezug anf jede in £2, aber nicht in J aufgehende Primzahl als Modul 
80 bestimmt werden, dass dieselbe in 2pz+pi nicht aufgeht Bestimmt 
man nun z so, dass es nach dem Modul 4 und den verschiedenen Prim- 
factoren von £2 und J je einem der gefundenen Werthe congruent wird, 
so sind alle Bedingungen des Satzes ^ erfüllt. 

2) 6 = 2. 

Dieser Fall ist dem vorigen ganz analog. 

3) f = 4. 

Setzt man p = 2+Siz, so geht (II.) über in 

4a+i2a^ = F. 
Der Bedingung des Satzes ^ für den Modul 8 wird durch jedes ungerade 
2 genügt; sodann muss 

^ d ^ ~ \tJ 
sein in Bezug auf jeden Primfactor von ^; also, wenn in i2 aufgeht: 

ii) - (t)- 

Wenn $ in £2 nicht aufgeht, führe man js' an Stelle von js ein durch die 
Congruenz ssz^^l (mod.ö). Man erhält die Bedingung 

(^^) = (!)• 

Diese Bedingungen sind im allgemeinen alle zugleich erfüllbar. Nur 
wenn ö = 3, |i2|3 = und S2FR3^ kann der letzteren nicht genügt werden, 
da js' nicht durch 3 theilbar sein darf. Doch kann man dann F durch 3 
theilbar machen, indem man \J\^ = .a, q" = ^^qi^ z = 3*'Zi setzt. Hierdurch 
geht (IL) über in 

4z, + 3^nz] = S^^Aq'+3-''A'q''+S^A"q["+'", 

wo nun die erste Invariante der Form rechts den Factor 3 nicht mehr ent- 
hält und die Schwierigkeit beseitigt ist Endlich kann noch gezeigt werden, 
dass auch q^ q'^ ^" ungerade werden, wenn, wie vorausgesetzt, a, a\ a" 
ungerade, b, b\ 6" gerade, Ü.Ay S2A\ S2A" sämmtlich von der Form 4«+ 3 
sind, also a^za' ^ a" (mod.4). Dann folgt nämlich aus der Gleichung (II.) 
die Congruenz q'^+q'^+q"^^3 (mod.4), welche nur möglich ist, wenn 
q = q' = q" = l (mod.2) ist 

4) 8 = e\ 

Auch die verschiedenen hier zu unterscheidenden Fälle bieten keine 

41* 
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Schwierigkeiten. Im Falle cü > 0, ^ > 0, a) z. B. wird man setzen können 

p = ^'?(l+ß,Ö^'^-^«), q' = e-q[, y" = e-q[\ 

Hierdurch geht die Gleichung (IL) in 

2z+n^ff'-^''H'^A,q' + A:d<^q?+A'&^^'q[^'+-^^ q[, q'^) 

über, wo F« eine primitive Form der Invarianten Jo^, A^'' ist iind z durch 
nicht theilbar und so gewählt werden muss, dass 

(^)=(4) »^ ( ^'^^•r""' )-(^) 

wird ftlr jeden Primfactor ff von 2/^. Damit wird die Behandlung dieses 
Falles derjenigen ftlr « = 4 analog; er möge daher, wie auch alle übrigen, 
übergangen werden. 

Nach dem vorigen Artikel folgt aus der Auflösbarkeit der Gleichung (IL) 
ftlr die hier aufgezählten SpecialföUe nun auch diejenige fUr den Fall, dass 
e verschiedene Primfactoren enthält; daher gilt der Satz: 

Die Gleichung p^--£2F(q, q'^ 9") = « ist unter den in § 2 aufgestellten 
Bedingungen stets auflösbar. 

Zürich, September 1894 

Nachtrag. 

Von indefiniten Formen gerader Determinante möge hier noch der 
Specialfall erwähnt werden, in welchem die Invarianten Potenzen von 2 
sind: i2 = 2% z/ = 2^. Diese Formen sind sämmtlich Nullformen. 

Ist CO >> 2, J >> 2, so existiren zu gegebenen Invarianten 12 oder 8 
Geschlechter eigentlich primitiver Formen, je nachdem co, cJ gleichzeitig 
gerade sind oder nicht, und zwar sind es diejenigen, welche mit dem Satze 
verträglich sind: 

Die Relation (— 1) ^ = (— 1) ^ = — 1 ist noth wendig oder unmög- 



lieh, je nachdem (—1) ® ** = — 1 oder +1 ist. 

Ist cü>>4, <J>4, so enthält jedes existirende Geschlecht zwei 
Klassen oder nur eine Klasse, je nachdem die Bedingungen 

(-1) « =+1, (-1) « =4-1 

gleiehzeitig erftlllt sind oder nicht. 
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In den Übrigen Fällen kommen zwei Klassen nur noch vor für 



, (-1)« =(-1)« =+1. 



lo = 3, <y = 3 im Geschlechte (-1)"^ = +1, (-1)^" = + 1 

w = 3, J >4 in den Geschl. (-1)"^ = ±1, (-1)"^ = + 1 

«>>4,(y=3 - - - (-1)'^ = +1, (-l)'^ = +lj 

Für to>4, J>>4 enthält folgende Tafel ein vollständiges System 
nichtäquivalenter primitiver Formen der Invarianten 2", 2': 

I. to = 2m, <y = 2«. 

/l, 2»"«;, 0\ /a, 2^"-», \ /a, 2*'», 0\ /«, 2*'», \ 
\2»"+", 0, 0-'' ^0, 2'»+"+', 2"'->>'' W, 2"*+", 0-'' vO, 2"+», 2"+»/* 

a; = -l, 3, 7, a = -3, 13, a = ±l, ±3, ±63, a = l, 3, 5, 7. 

IL co = 2i»i+l, (J = 2«. III. co = 2«i, <y = 2«+l. 

/l, 2*-+»oi, 0\ /a, 2*™, Y fa, 2*-+»"+', 0\ /a, 2»-+\ N 

V22-+-+1, 0, 0/' \0, 2-+"+', 2"/' ■ VO, 2'», 0/' VO, 2"'+", 2"'' 

a; = ±l,±3, ±7, o = -1, 3, -5, 7, 15, a=±l, ±3,+7, a=±l,±3,-7. 

IV. 0) = 2i»+l, <T = 2n+l. 

/o, 2'"+', 0\ fa, 2*"+', \ 
\0, 2™+"+', 0>'' vO, 2"+"+', 2*+^y 

a = ±l, ±3, +7, »=±1, ±3, -7. 



Während des Druckes des letzten Bogens der gegenwärtigen Arbeit 
ist bei der Redaction die schmerzliche Nachricht ans Zürich eingetroffen, 
dass der Verfasser, Dr. A. Meyer, Professor an der Universität Zttrich, am 
7. Juli d. J. ans dem Leben geschieden ist Er hatte trotz seines schweren 
Leidens mit Ausnahme der beiden letzten B<^en noch die Correcturen seiner 
Arbeit gelesen, welche den Abschluss einer Reihe von Abhandlungen bildet, 
die er in unserem Journal vom 98. Bande an veröffentlicht hat 

F. 



326 



Eelations diflFörentielles entre les pöriodes 
des fonctions hyperelliptiques p = 2. 

(Extrait d'iine lettre de M. F, Brioschi ä M. L. Fuchs,) 



!• Jj^tude de vos interessantes Communications k TAcad^mie de 
Berlin „Zur Theorie der linearen DiflFerentialgleichungen" (Sitzungsberichte 
1888, 1889, 1890) m'a reconduit k la consid^ration des relations diflKren- 
tielles existantes entre les p^riodes des fonctions hyperelliptiques p = 2. Je 
m'^tais ddjk occup^ de ces relations, mais d'un point de vue un peu 
diff^rent, dans une communication k TAcad^mie des Lincei (D^cembre 1888), 
mais les propri^t^s caract^ristiques, et selon moi d'une grande importance, 
de votre ^quation diff^rentielle du cinqui^me ordre (S. 23 (1.)) m'a montr^ 
que par cette voie on serait arriv^ k de nouveaux r^sultats. 

Vous savez que si un Systeme fondamentale d'int^grales yi, yj, Vi 
d'une ^quation diff^rentielle du troisi^me ordre est li^ par une relation qua- 
dratique, Vinvariant de Tdquation est nul, et T^quation est äquivalente k son 
adjointe*). 

M. Darboux a dddi^ un chapitre (le 5*^°* — livre IV) de sont excel- 
lent traite „Sur la th^orie g^ndrale des surfaces" aux ^quations diff^- 
rentielles Unfaires d'ordre impair äquivalentes k leur adjointe. Votre ^quation 
du 5**"' ordre jouit de cette propridt^: ses deux invariants des degr^s impairs 
sont nuls et en consdquence eile est äquivalente k son adjointe. 

£n indiquant par 

^imy ^2m\ Vlm, V2m (m = 1, 2, 3, 4) 

les pdriodes de premifere et de seconde esp^ce; et par f(x) une forme du 



*) f\ichs: Ueber lineare homogene Differentialgleichungen etc., Acta Mathematica 
vol. I pag. 332. Wallenberg: Anwendung der Theorie der Differentialinvarianten etc. 
Dieses Journal Bd. 113 S. 36. 



Brioschi, relatiomdiffirentielles entre les piriodes des fonciions hyperelliptiques. 327 
sixifeme ordre, je pose avec M. Wiltheiss*): 



^tant: 
et 






Soit 05 une racine qnelcoDqae de l'^nation f(x) = 0, et /",, /j, /j etc. les 
valenrs de A(ar), ^(a;) etc. en sobstitnant, aa lien de x, cette racine. On 
obtient ces premi^res ^qnatioDS diff^rentielles: 

dof, , d(ü, 



-^ - -|/5to,4-i^(5A-2x/-5)co,+2/-, 



</a»j 



2. Soient: 

«r. = ö»lr»7l.-Ö'l.»?lr + 0'2.»72r — 0'jr'?l., «r» = VlrOi^- Vu^^ir] 

les relations connnes entre les piriodes condnisent anx snivantes: 
et en posant: 

Pl = Pl2, Ps = /»J4, Pj = Pi3 = P42, P« = P»1 P* = Pi3 

et analognement ponr les q„, K, etc. on a les relations identiqnes: 

(1.) j (;>,0 = 0, (p,«s) = 0, (pi«,) = 0, (9,f») = 0, (9i«5) = 0, (9,r5) = 0, 



*) Partielle Differentialgleichungen der hyperelliptischen etc. Mathematische Annalen 
Bd. 31 S. 136. 
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6tSLUt C une constante relativement aax racines de T^quation f(x) = 0, limites 
des integrales coi, cü2, . . .; comme nous allons d^montrer. Nous avons ^crit: 

Si Ton d^signe par p, g^ t, ... l'une qaelconqne des quantit^s pi, pa, . . ., 
q\i 92j • • •; et par p\ q^t\ ... leurs ddrivdes relatives k la racine x^ on d^dnit 
des ^quations snp^rieures les suivantes: 

i.^.f^p* = —x^t+xu—c—GfiPf 

3.4.A«' = ^q^2(Sf,-2xf,)t-2f,u+Lp, 

(2.) j 3.2.Afi' = '-'xq+2(3f,-3xf2+x''f,)t-2f^f>+Mp, 

3.4.^«' = ~rr'9+2(3^-3a:^+a:Y3)tt+2(3^-2a:/3>+iVp, 

d.A.f.q' = Nt-Mu+Lv + ßf2q 

ayant pos^: 

L^iibf^-dfJ,), I(r-itf=6(2/i/3-3AA), 

Lar'-2^a:+iV = 3.4(3/2^-4/;/3). 

Ces quantitds L, M, N sont li^es ä la forme f(x) du sixifeme ordre d'une 
mani^re remarquable. En effet, en indiqnant par h le covariant biqaadratiqne 
de cette forme: 

et par A rinvariant quadratiqae, on trouve que 

L = 3A(kox'+2k,x-]'k2)+%A, 
M = -3.^ky+2k2X + k,)+^Ax, 
JV = SA(k2x''+2k,x+k,)+^Ax\ 

et en consdqaence: 

La:^-2itfa^+iV = 3.4.Ä, . 

LN-'JtP = S\8(^Ak+2i), 

et t Tautre covariant biqnadratique =^(ft&)2. 

La pr^mi^re et la demi^re des dquations (2.) donnent ä cause des 
identit^s (1.) que 

(piqsMq'.ps) = 

ainsi 

ipiqs) = C, 
constante comme on a annoncd. 

La premifere des ^quations (2.) peut s'dcrire: 

"X^t+xu—e = 3.4./,p'+6/'2p, 



(5.) 
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et des trois suivantes Ton d^dait qae 

(3.) -xU'+xu'-f>' = xt-^u+ßf^p'+^fiPy 

et encore de la seconde et de la troisi^me: 

(4.) ^n'-or«' = |<+2/3p'+f Ap. 

Enfin va qae la seconde donne: 

q = -3.4./;«'-6/2«-4/3(^fi-x0+/-p, 
on obtient la valeur de q exprim^e par nne fonetion de p et de ses d^riv^es. 
On a en effet: 

Observons qu' 6tant: 

(PiPs) = et en cons^quence (pip's) = 0, 
les relations (3.), (4.), (5.) donnent: 

(6.) (p.Ps)^0, (p.pn = 0, (PiPH- 2.S\i\rr 

et en cons^quence: 

et encore: 

Ces relations sont caract^ristiques, comme Ta d^montr^ M. Darboux, pour 
rdquation diflP^rentielle dn 5*^"' ordre äquivalente ä son adjointe. Mais on 
arrive facilement k calculer cette dquation en observant que la derni^re 
des dquations (2.) peut s'^crire: 

SA.f,q'-6f2q = L(^x^t''XU+f>)-2(Lx-MXxt-^u)+(Lx'-2Mx+N)t 
et en consdquence q' peut s'exprimer en fonetion de p et de ses d^riv^es 
jusqu'ä la quatri^me. 

L'on obtient ainsi Tdquation diffdrentielle du 5*^"' ordre dont les 
integrales sont p„ /?2i . • •? Pb- En posant y = /Ip cette ^quation prend la forme: 

(7.) y'^+10wy'''+15my'+(5J+9m''+16mV+(|'''+2iw'''+16mm')y = 
dans laquelle / est Tinvariant du quatrifeme degr^ de Tdquation diff^rentielle; 

Journal für Mathematik Bd. CXVL Heft 4. 42 
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et m, J ont les valeurs suivantes: 

«» = |-^(3A^-4A/3), 

exprimables par le covariant k et Tinvariant A de la forme f(x): 

L'^quation (7.) est, dans nne forme diff^rente, celle que vous avez donn^e 
dans les commanications k TAcad^mie de Berlin. L'^qnation m^me a la 
forme g^n^rale des ^quations diff^rentielles du 5**"' ordre pour lesqaelles 
sont nuls les denx invariants du troisi^me et da cinqni^me degr^ et / re- 
pr^sente rinvariant du quatri^me degr^. Mais dans le cas actuel on doit 
observer que: 

et • tt t *■ 2i*^'*ii f|O.I/« 

Enfin si Ton veat r^dnire l'^quation (7.) ä la forme normale de M. DarJ>oux: 

y''+(^.y')"+(A»")'+(^*y)'+^y' = 

on n'a qa'ä poser: 

Ai = 5i», A2 = 4J+2m"+8f», 

et 8on integrale da seconde degr^ est: 

yy"'-y'y"'+W"+^^i(y9"-WHA[9y'+A,f = const. 

1. Juin 1896. 
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lieber Fundamentalsysteme und bilineare Formen. 

(Von Herrn Georg Landsberg in Heidelberg.) 



W enn zwei Schaaren bilinearer Formen die gleichen Elementartheiler 
besitzen, so lassen sie sich auf rationalem Wege in einander dnrch lineare 
Substitutionen überfuhren. Dieser Satz wurde zuerst von Herrn Frobenius 
in seiner Abhandlung: Theorie der linearen Formen mit ganzen Coefficienten 
(dieses Journal Bd. 86, S. 146 — 209) bewiesen. Eine andere Methode, 
welche in den Vorlesungen über Determinantentheorie ihre Stelle finden 
wird, gab Kronecker; dieselbe beruhte auf einer Verallgemeinerung des be- 
kannten WeierstrasB&chQn Verfahrens der Partialbruchzerlegung. Die Me- 
thode des Herrn Frobenius ist von dieser wesentlich verschieden und be- 
steht in zwei auf einander folgenden Schritten: es werden zuerst die beiden 
Schaaren bilinearer Formen auf rationalem Wege durch eine Substitution 
in einander übergeführt, deren Coefficienten nicht, wie erforderlich, Constante, 
sondern ganze Functionen des Parameters der Schaar sind, und es wird 
sodann die Substitution in der Weise reducirt, dass sie von dem Parameter 
der Schaar unabhängig wird. An diese Methode schliesst die nachfolgende 
Arbeit an, aber indem sie die vorliegende Aufgabe mit der Frage der 
„Fundamentalsysteme fUr ganze Functionen^^ in Verbindung bringt, fuhrt sie 
zu einer Vereinfachung der nothwendigen Operationen; sie zeigt nämlich, 
dass der erste der beiden Schritte, angemessen interpretirt, bereits den zweiten 
in sich enthält und dass es also ganz ausschliesslich die in der Beduction 
auf das Diagonalsystem enthaltenen Operationen sind, durch welche das 
Problem gelöst wird. Auch die Aufgabe, alle überführenden Substitutionen 
zu finden, über welche zuerst Herr Frobenius einige Sätze ohne Beweis 
publicirt hat (dieses Journal Bd. 84, S. 28 f.), und welche sodann von den 
Herren Maurer (Inauguraldissertation, Strassburg 1887) und Voss (Sitzungs- 
berichte der math. phys. Klasse der Kgl. bayrischen Akademie 1889, 
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8. 283 — 300) behandelt worden ist, findet auf dem angegebenen Wege eine 
vollständige und rationale Lösung. — 

Im Folgenden mache ich durchweg von der Symbolik des Herrn 
Frobenius Gebrauch und bezeichne also mit AB dasjenige quadratische System, 
welches aus den Systemen A und B entsteht, indem die Horizontalreihen 
des ersten mit den Verticalreihen des zweiten componirt werden. Das 
Symbol ^.^ steht, wie üblich, ftlr Null oder Eins, je nachdem die Indices t 
und k verschieden oder gleich sind. 

I. 

Fundamentalsysteme. 

Wenn in einem Systeme von n ganzen Functionen niedrigeren als 
fiten Grades: 

(1.) Ui = A,i + A««+Ai3«^ + -- + Am«""^ = 1,2.3 I.) 

die Determinante 

H = |A^| «,*=.!, 2,3, ...,•) 

von Null verschieden ist, so kann jede ganze Function u, deren Grad kleiner 
als n ist, auf eine und nur auf eine Weise in die Form gesetzt werden: 

u = XiU,+X2fh'\ f-ir„w«, 

worin die Grössen Xi^ X2j • • m ^n ^on z unabhängig sind. Daher kann unter 
dieser Voraussetzung das System (1.) ein y^Fundamentalsystem für ganze 
Functionen (n—iyten Grades^ genannt werden. Hat man überdies eine 
ganze Function des Grades n^ deren höchster Coefficient gleich Eins an- 
genommen sein mag: 

(2.) F(«) = ««+c,«'-^+C3a-Hca«-^+-+c„ 

so hat jede ganze Function beliebigen Grades mod.F(«) einen Rest von 
niedrigerem als dem «ten Grade. Daher bilden die n Functionen (1.) auch 
ein „FundamentaUgstem für den Modul F(zy] d. h. jede ganze Function u lässt 
sich mod. F(z) auf eine und nur auf eine Weise in die Form setzen: 

u ^ XiUi+X2U2+'" + x^u^ (mod.F(s)), 
worin Xi, X2^ ...^ x^ von z unabhängige Grössen sind. Umgekehrt kann man 
aus jedem Fundamentalsystem für den Modul F(«), indem man jede Function 
durch ihren Rest mod.F(«) ersetzt, ein Fundamentalsystem fUr ganze Func- 
tionen (n— l)-ten Grades ableiten. Beide Begriffe, der des Fundamentalsystems 
fUr ganze Functionen (n— l)-ten Grades und der des Fundamentalsystems 
ftlr den Modul F(z) sind also nicht wesentlich von einander unterschieden. 



I 
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Unter den unendlich vielen Fundamentalsystemen, welche fttr einen 
gegebenen Modal F(ss) existiren, sind drei von Alters her aasgezeichnet 
^as erste derselben: 



C1-.) 



Hl = 1, «2 = «, tl3 = «^ 



II. = »— ' 



^at dsLB Einheitssystem (ß^) zam Coefficientensystem, das zweite and dritte 
^ßtzt eine Zerlegung der ganzen Function F(a) in Linearfactoren voraus 
^nd -w^ird durch die lo^aii^esche, bezw, die iVetrtoiische Interpolationsformel 
«^liefert. Ist nämlich 

'^^^ix die Wurzeln Cn ^2, •••, tr als von einander verschieden vorausgesetzt 
^^^^eri, so bilden die 1» Functionen: 



CX\) 



F(z) 



FC.) 



(^-C.)'^^ 

I^W 



^ Yundamentalsystem. Andererseits bilden, wenn: 

F(3) = («-Q(«-Q...(;s-^J 
gesetzt wird, gleichviel ob die Wurzeln ^i, ^21 • • • , S« sämmtlich verschieden 
sind oder nicht, die n Functionen: 

(P.) «1 = 1, 112 = a-Si, th = («-^i)(«-^2), . . ., ««1. = («-Si)(«-^2)...(a-S-i) 
ein Fundamentalsystem. Die letzten beiden Systeme lassen sich leicht flir 
den Fall verallgemeinern, dass an die Stelle der Zerlegung in Linearfactoren 
beliebige Zerlegungen der Function F(i) treten. Ist nämlich: 

F(3) = P,(«)P2(«)...F/«), 

worin die Functionen Fi(a), FjC«), • . ., F^C») zunächst jede zu jeder relativ 
prim sein mögen, und hat man für die Function P^(«) (5^= 1, 2, ..., y) des 
Grades a^ das Fundamentalsystem: 



^1 ? 



V2 , 



r,(i^) 



80 ergiebt sich fUr den Modul F(^z) das Fundamentalsystem: 



(i-O 











«'^ P.(.) ' • • 
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Macht man aber keinerlei Voraassetzang Über die in der letzten Gleichung 
auftretenden Functionen P^C«), so bilden die Functionen 



•p\ 


f>i'\ 


f^?, 


Pi(a)fP, 


P^(.iM'\ 


/*,(*)<'. 


P.(»)P.(»)r?>, 


^.(»)P2(«)f?>, . . 


.. /*.«/*.«<' 



immer ein Fundamentalsystem. 

Aus diesen Sätzen ergiebt sich sogleich eine wichtige Folgerung. 
Es seien P(si) und Q(z) ganze Functionen resp. des Grades n und m und: 

«1, «2, . . ., w, bezw. «1, «2» • • •? ^1* 
zwei Fundamentalsysteme für diese Moduln. Dann bilden nach dem Vor- 
hergehenden ftlr den Modul P(«)P(«) die Functionen 

(3.) «Ii, Il2, . . ., U^y /"(«)«!, f(«)«2, . . ., /"C«)«?-. 

stets ein Fundamentalsystem, die Functionen 

(4.) C>(«K C>(«K ..., (?(«)««, p(äK P(«K ..., /'Wt^« 

jedoch dann und nur dann, wenn P(si) und Q(z) keinen gemeinsamen Theiler 
haben. Stellt man daher die Functionen der Reihe (4.) linear und homogen 
durch die Functionen der Reihe (3.) dar, so ist die Determinante dieses 
Gleichungssystemes entscheidend für die Existenz eines gemeinsamen Theilers 
der Functionen P(i) und Q(z) und darf daher als Resultante der beiden 
Functionen definirt werden. Da nun die letzten n Elemente der Reihen 
(3.) und (4.) identisch sind, so ist die soeben definirte Resultante nichts 
anderes als die Determinante \pa\ des Gleichungssystems: 

N 

(5.) P(«)w< ^ 2Pik^k (mod.P(i5)) «=i, 2. ....n) 

und also ganz unabhängig von der Wahl des Fundamentalsystems ri, «2, ..., v«. 
Die Determinante |pa| ist aber auch unabhängig von der Wahl des Funda- 
mentalsystems fii, fi2, • • M u^] denn führt man an seiner Stelle ein anderes 
durch die Gleichungen: 

ein, so tritt an die Stelle des Coefficientensystems P = (pa^ das System: 

R-'PR, 
dessen Determinante ebenfalls gleich \pit\ ist. Die gewöhnlichen Definitionen 
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der Resultante erhält man aas der hier gegebenen allgemeineren dorch 
Auswahl speoieller Fundamentalsysteme. Legt man nämlich das System (1\) 
zu Grunde und setzt also: 

«1 = 1, ii2 = «, . . ., 11, = «"-'; ©1 = 1, f>2 = «, . . ., «« = «"•"■', 
so hat man die Functionen der Reihe: 

(?(«), (?(«)«, . . ., (?(*)«"-S P(«), P(z)z, . . ., />(*)«-' 
linear und homogen durch die Functionen der Reihe 

1, «, . . ., «-S P(«), F(«)», . . ., P(«)«-' 
oder auch durch die Functionen der Reihe 

auszudrücken, welche mit den vorigen durch eine Substitution der Deter- 
minante 1 zusammenhängen, wenn der Coefficient der höchsten Potenz in 
P(z) gleich der Einheit angenommen wird. Thut man dies, so gelangt man 
zu der bekannten £fi/erschen Darstellung der Resultante als einer Deter- 
minante der Ordnung n+m. Nitaimt man aber in dem Congruenzensystem 
(5.) flir «1, 112, . . ., II, das Fundamentalsystem (1°.), so erhält man unmittelbar: 

also die Darstellung der Resultante als symmetrische Function der Wurzeln 
von P(«). Zusammenfassend haben wir den Satz: 

Bilden die n Functionen tii, ti2, . . .^ u^ ein Fundamentahystem für den 
Modul P(z) und stellt man die Producte dieser Functionen mit der ganzen 
Function Q(z) linear und homogen durch das Fundamentalsystem dar 

Q («) . ^i = ^Pik^k {fnod. P(a)), (<. * = 1, 2, . . ., n) 

so ist die Determinante \pij\ gleich der Resultante der beiden Functionen Q(z) 
und P(z). 

Dieser Satz kann ohne Schwierigkeit dahin verallgemeinert werden, 
dass die beiden Functionen P(z) und Q(z) einen grössten gemeinsamen 
Theiler des Grades n—v haben, wenn das Coefficientensystem (pa) den 
Rang V hat; doch soll hierauf an dieser Stelle nicht näher eingegangen werden. 

IL 

ZusammenhaDg mit den bilinearen Formen. 

Gehen wir jetzt von einem beliebigen Fundamentalsystem ti^, t^, ..., u^ 
für den Modul F(z) aus, so können die Producte dieser Functionen mit der 
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Variablen ^ moä. FQs) in eindeutig bestimmter Weise als lineare homogene 

Functionen von ti|, 113, . . ., ti, mit constanten Coefficienten dargestellt werden: 

(6.) zUi ^ ^^a^^Uk (mod.F(a)). (•.» = !, 2. ....«) 

Die Elemente des Systemes (a.jt) verbinden wir durch Unbestimmte zu der 
bilinearen Form: 

A = ^dik^iVk, «,*«!, 2, ...,») 

so entspricht jedem Fundamentalsystem für den Modul F(«) eine und nur eine 
bilineare Form A. Dieser bilinearen Form kommen, wenn wir das System 

das charakteristische System und seine Determinante die charakteristische 
Function der Form A nennen, die folgenden beiden Eigenschaften zu: 

1. Die charakteristische Function ist gleich F(js). 

2. Die ersten Unterdeterminanten des charakteristischen Systems haben 
keinen gemeinsamen Theiler. 

Denn setzt man die Congmenzen (6.) in das Gleichungssystem um: 

(ß\) ^(aJa-««)»* = ^(»)-«^.> (*.* = !, 2,...,.) 

in welchem iti, 0)2, ..., w^ ganze Functionen von z bedeuten, so erhält 
man, wenn man die Adjuncte des Elementes (z^a—on) mit F^,(a) bezeichnet: 

li^ik—ctikl^Ug = F(z).2:Fg^(z).Wf,. (p,A. <.*«!, 2, ...,«) 

Da aber t^i, ti2, . . ., u^ ein Fundamentalsystem mod.F(je) bilden und folg- 
lich keinen, auch in FQs) enthaltenen, Theiler besitzen, so ist die Deter- 
minante |i5(T^;fc~a,A| durch F(«) theilbar, und da beide Functionen gleichen 
Grad und gleichen höchsten Coefficienten haben, so sind sie identisch. 
Daher ist 

(7.) u, = 2:F,,(Ä).fr„ (.,* = !, 2 «1 

und folglich haben die Functionen Fgf,(z) keinen gemeinsamen Theiler; denn 
ein solcher wäre sowohl in F(j5) als auch in tii, ti2, . . ., u^ enthalten, was 
unmöglich ist. 

Bilineare Formen, welche die Eigenschaft haben, dass die ersten 
Unterdeterminanten des charakteristischen Systems ohne gemeinschaftlichen 
Theiler sind, mögen im Folgenden als Elementarformen bezeichnet werden, 
weil jede beliebige Form additiv aus Elementarformen zusammengesetzt 
werden kann, welche kein Variablenpaar gemein haben. Hiemach ist jedem 
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Fundamentalsystem Hi, «2, . . ., u^ flir den Modul F(«) eine Elementarform 
mit der charakteristischen Function F(z) zugeordnet, und wenn wir zu einem 
anderen Fundamentalsystem u[^ t4, ..., «1 durch die Substitution 

Ui = ^r^Vj, = 1, 2, ...,•.) 

übergehen, so entspricht diesem die bilineare Form: 

der Gesammtheit der Fundamentalsysteme fOr den Modul F(9) entspricht 
also die Gesammtheit der bilinearen Formen, welche aus der Elementarform 
A durch contragrediente Substitutionen hervorgehen. Die so erzeugte Cor- 
respondenz ist aber um so wichtiger, weil auch umgekehrt jeder Elementar- 
form mit der charakteristischen Function F(z) eine Mannigfaltigkeit von 
Fundamentalsystemen für diesen Modul entspricht, welche auf rationalem 
Wege ermittelt werden können. Zu diesem Zwecke hat man offenbar alle 
diejenigen Lösungen tii, ti2, . . ., u^ des Congruenzensystemes (6.) aufisusuchen, 
welche zugleich ein Fundamentalsystem für den Modul F(z) bilden. 

Diese Aufgabe können wir in der Weise behandeln, dass wir zunächst 
die bilineare Form 

2F^(fi)x,yt,, (i.* = i, 2, ....«) 

welche die Adjungirte der Form: 

ist, mod.F(2) als Product zweier Linearformen darstellen was unter den an- 
gegebenen Voraussetzungen stets möglich ist. Denken wir uns nämlich die 
ganze Function F(») in Primfunctionen *) des zu Grunde gelegten Ratio- 
nalitätsbereiches zerlegt: 

F(z) = ptx^)PK^)...p:\zi 

so giebt es zu jeder Primfunction P^(ss^) mindestens eine Unterdeterminante 
F^ä(»), welche zu ihr relativ prim ist Nun aber ist: 

F,,(ii).JSFa^(^z)x,y, = i:F,,(z)x,.2:FM.y, (mod.F;^(a)), (^ *= 1, 2 .) 

und wenn wir diese Congruenz mit einer ganzen Function Fp^C«) multi- 



*) Man erkennt übrigens leicht, dass zur wirklichen Ausführung der Rechnung nur 
erforderlich ist, die Function F(z) in solche Factoren zu zerlegen^ welche zu mindestens 
einer ünterdeterminante Fgh(z) relativ prim sind, wozu die Anwendung des Theiler- 
verfahrens schon völlig ausreicht. 
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pliciren, welche die Bedingang: 

F,,(^)VM^ 1 (mod.P;^(«)) 
erfüllt, 80 erhalten wir eine Relation der Form: 

(8.) 2F,,(js)x,y, = ZA'^^x^.ZBfj^^y, (mod.P;^(«)), a*=i,^...,.) 

worin A\^^ und B[^^ ganze Functionen von z sind. Bilden wir die Con- 
gruenz (8.) für alle Werthe des Index q von l bis v und bestimmen als- 
dann die ganze Function A^ durch die Bedingungen: 

^, = ^r^(mod.P^(s)), A, = Af^{moLPp{z)), ..., ^, = ^}^> (mod.P^^C«)), 

die Function Bj, durch die Bedingungen 

J5, = ßO)(inod.P?'(«)), J?, = 5<^)(mod.P?^(«)), .., 5, = S<^)(mod.P;^(s)), 

so erhält man die gesuchte Zerlegung: 

(9.) 2F^{i)x,y, = i:A,x,.2B,y, (mod.F(«)). 

In der so erhaltenen Congruenz (9.) müssen nun nothwendiger Weise 
sowohl die n Functionen A^^ A2j...^A^ als auch die n Functionen JBj, JBj, . . ., JB^ 
ein Fundamentalsystem für den Modul F(«) bilden. Wäre das nämlich z. B. 
für die Functionen JBi, S27 ••-, B^ nicht der Fall, so könnte man den Un- 
bestimmten yi, solche von z unabhängige Werthe ßt beilegen, welche nicht 
alle verschwinden und für welche 

2:B,ß, = (mod.F(s)) 

ist. Dann wäre aber, weil die Xi unbestimmt geblieben sind, zufolge der 
Congruenz (9.) auch 

iFfl,(«)Ä = (mod.F(«)) 

für « = 1, 2, . . ., II, und diese Oongruenzen können, da die Fa,(z) Functionen 
des Grades «—1, die ßj, aber Constanten sind und F(«) den Grad n besitzt^ 
nur in der Weise erfüllt sein, dass: 

ist. Das ist aber unmöglich, weil die Determinante 

|F.,(a)l = Fizy-' (..*« 1,2. ....,) 

von Null verschieden ist. Ganz analog gestaltet sich der Beweis dafür, 
dass ^1, A.^^ . , ., A^ ein Fundamentalsystem bilden. 
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Nach diesen Vorbemerkungen ergiebt sich die vollständige Lösung 
der gestellten Aufgabe ohne weiteres. Die Oongruenzen (6.), welche zu 
befriedigen sind, sind nämlich völlig äquivalent dem Gleichungensystem (6*.), 
und dessen Lösung wird durch die Gleichungen (7.) gegeben, in welchen 
die Grössen w^ beliebige ganze Functionen von ss bedeuten. Macht man 
aber jetzt von der Congruenz (9.) Gebrauch, so erhalten die Gleichungen 
(7.) die Form 

(10.) u^ ^ AgZBt^Wt, (mod.F(»)). (jr,Ä = i.2,...,«) 

Der Factor 2:B^Wf,^ mit welchem hier die ^^ multiplicirt erscheinen, nimmt, 

da J9i, J929 •••) ßn ein Fundamentalsystem bilden, bereits dann alle mög- 
lichen nach dem Modul FQs) incongruenten Werthe an, wenn wi^ w^^ . ..^w^ 
von 2 unabhängig gewählt werden, und ist daher eine völlig willkürliche 
ganze Function r. Mit Einführung derselben erhält man also die allge- 
meinste Lösung der Congruenzen (6.) in der Form 

(10'.) «i^fj^i, Ui^^vA^^ . . ., u^^eA^ (mod.F(Ä)), 

und unter diesen sind nach dem Früheren alle diejenigen Lösungen zugleich 
Fundamentalsysteme für den Modul F(«), für welche die Function f> zu F(z) 
relativ prim ist. Jedem derartigen Fundamentalsysteme ist umgekehrt die 
gegebene bilineare Form A in der am Anfange des Abschnittes angegebenen 
Weise zugeordnet. 

Haben wir jetzt zwei Elementarformen A = ^a^Xiyi, und B = JSßij^Xitfj, 
mit der gleichen charakteristischen Function F(z), so ist es leicht, dieselben 
auf rationalem Wege durch contragrediente Substitutionen in einander über- 
zuführen und auch alle Substitutionen zu finden, welche dies zu leisten im 
Stande sind. Sind nämlich «i|, t^, ..., ti, und c?i, «2, ..., v^ zwei auf dem 
angegebenen Wege gefundene Fnndamentalsysteme für den Modul F(«) 
derart, dass dem ersten die Form A, dem zweiten die Form B zugeordnet 
ist, so ist: 

(11.) zUi^2:anUj, und zVi^B^ßa^v^ (mod.F(»)). (<,t=i, 2 n) 

Als Fundamentalsysteme stehen aber die u^ und «?, in dem Zusammenhange: 

(12.) Ui = ^Pik^k9 (i,*-!, 2, ..., n) 

worin die von ss unabhängigen Coefficienten pij, wiederum rational ermittelt 

werden können und eine von Null verschiedene Determinante besitzen. 

Dann führt dieselbe Substitution auch die beiden Bilinearformen in einander 
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über, denn aus (11.) und (12.) folgt zunächst: 

^2pij,f>k = ^<^ikPHf>i (mod.F(«» o,Ä,i= 1,2, ...,«) 

und sodann mit Hülfe des zweiten Gongruenzensystemes (11.)^ 

^Pikßki^i ^ ^^ikPki^i (mod.F(«)). (st, ( = 1,2, ....») 

kt kl 

Diese Relationen können aber, weil t?„ ü2, ..., t?« ein Fundamentalsystem 
bilden, nur dann bestehen, wenn für jedes i und /: 

n n 

^Pikßkl = I^^ikPkl 
fc=l t=l 

ist. Also ist in der That: 

(13.) PB^AP oder B^P-'AP 

d. h. die Formen A und B sind durch contragrediente Substitutionen in 
einander transformirbar. 

Um jetzt alle Systeme X zu finden, für welche die Gleichung: 

(14.) AX = XB 

besteht, haben wir nur den umgekehrten Weg einzuschlagen. Ist X = (j?^ 
und ist f>i, ©2, . . ., ^n wie vorher ein Fundamentalsystem für den Modul 
F(ä), welchem die Form B zugeordnet ist, so folgt zunächst, dass 

2xi,ßjaf>t = 2a,j,x^f), (mod.F(»)), o, *, / = i, 2, .... «) 

also, weil ^^ß^iei^zVf, ist, dass 

züXij^V]^ ^ JSa^j^HxjaVi (mod.F(»)) (i, *. 1=1, 2,...,«) 

ist. Setzt man also 

(15.) I, = 2:xaf>, (mod.F(a)), 

so ist f 1, ?2, • . M Sn eine Lösung des Congruenzensystems 

(16.) i(2(y.t-«^)^* H= (mod.F(a)), 

und jede Lösung dieses Systems liefert, linear und homogen durch das 
Fundamentalsystem t?i, »2, . . ., t?„ dargestellt, ein System X. Die allgemeinste 
Lösung des Systemes (16.) erhält man aber, wie vorher bewiesen, aus dem 
Fundamentalsystem Wj, tij, ..., ii«, welches zu der Form A gehört, durch 
Multiplication mit einer beliebigen ganzen Function y(»), so dass 

^i = r/)(a).Wi, |2 = <P(«).«2, . . M ^n^v(^)'K 
ist. Stellt man diese Functionen linear und homogen durch die f^^^ dar, so 
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erhält man offenbar nach (12.) fUr das Coefficientensystem Xa, dasjenige 
System, welches durch Zusammensetzung von P mit einem zweiten System 
entsteht, durch welches die Functionen <p(z)f>j, als lineare und homogene 
Verbindungen der c* dargestellt werden, Ist also: 

(17.) (p(^)f>i ^^ ^(pik^k (mod.F(«)) (/, *=!, 2,..., n) 

und * = ((pit)^ so ist X = P* die allgemeinste Lösung der Gleichung (14). 
Unter diesen Lösungen haben nach dem Schlusssatze des ersten Paragraphen 
diejenigen Systeme X eine von Null verschiedene Determinante, für welche 
die Function (p(z) zu F(«) theilerfremd ist 

Dieses letzte Resultat kann aber noch in anderer Form ausgesprochen 
werden. Denken wir uns die Gleichung (17.), in welcher F(a) und das 
Fundamentalsystem «i, «29 • • •? v« fest gewählt sein mögen, fUr alle mög- 
lichen ganzen Functionen 5p(«) gebildet, so können wir jeder Function (p(z) 
ein und nur ein System ^ zuordnen. Haben wir jetzt zwei Functionen 
(p(j6) und y^^^(«), denen die Systeme ^ und 0^^^ zugeordnet sind, so ist 
offenbar der Summe y(»)+9>^^X«) ^^^ System ^+^^^\ dem Product y(«)y^^\«) 
das System ^^^^^ zugeordnet Da aber der Function 5p(a) = a das System B 
nach (11.) zugeordnet ist, so folgt jetzt, dass das System * in Gleichung 
gleich (p(B) ist Daher gilt der Satz: 

Man erhält alle Lösungen der Gleichung AX = XB aus einer (P), 
deren Determinante eon Null verschieden ist, indem man dieselbe mit einer 
beliebigen ganzen Function von B zusammensetzt. 

Nimmt man B = A an, so darf man P — E setzen und man erhält 
den Satz, den Herr Frobenius ohne Beweis in diesem Journal Bd. 84 
S. 28, Xni angegeben hat: 

Eine Elementarform A ist nur mit solchen Formen vertauschbar, welche 
ganze Functionen von A sind. 

Der Gesammtheit der ganzen Functionen (p(z) entspricht vermöge 
der Congruenz (17.) die Gesammtheit der bilinearen Formen y(ß), welche 
ganze Functionen von B sind. Ist (p(z) durch F(») theilbar, so ist 
^ = (y.j^) = 0, und umgekehrt damit = werde, muss, weil ©i, ©2, ..., v^ 
ein Fundamentalsystem bilden, (p(z) durch F(z) theilbar sein. Daher ge- 
nügt die Elementarform B der Gleichung des Grades n, F(ß) = 0, und es 
giebt auch keine Gleichung niedrigeren Grades, welche durch B befriedigt 
würde (Frobenius 1. c. S. 12). Jede ganze Function y(ß) von B kann 
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ebenso wie die Function y(«) in (17.) unter den nten Grad erniedrigt wer- 
den und die Gesammtheit der Formen (p(B) kann daher als ein Gattungs- 
bereieh von Formen bezeichnet werden. Jedem Fundamentalsystem für den 
Modul F(z) f>k = V^h(^) (A = 1, 2, ..., n) entspricht ein Fundamentalsystem 
V,^ = yfk{B) von Formen, durch welches alle Formen des Gattungsbereiches 
linear und homogen dargestellt werden können. Nach dem letzten Satze 
gehört eine Form dann und nur dann zu dem durch die Elementarfonn B 
gebildeten Gattungsbereiche, wenn sie mit B vertauschbar ist. 

Da zwei Elementarformen durch contragrediente Substitutionen in 
einander übergeführt werden können, falls nur ihre charakteristischen Func- 
tionen F(«) identisch sind, und da jedem Fundamentalsystem fUr den Modul 
F(j5) eine bestimmte Elementarform entspricht, so erhält man je nach der 
Wahl des Fundamentalsystems verschiedene Normalformen flir bilineare 
Elementarformen mit der charakteristischen Function P(z), Nimmt man 
die Fundamentalsysteme (1\), (!*".), (P.) des ersten Paragraphen, so erhält 
man unter Anwendung der dort eingeführten Bezeichnungen die Normal- 
formen: 

(P.) 2: \U^['^y^'^+'-+x^^^^^^^^^ 

^^l ^ K ff K 

Die zweite derselben ist (mit unwesentlicher Modification) diejenige, welche 
Herr Weierstrass in seiner grundlegenden Abhandlung vom Jahre 1868 ein- 
geführt hat. 

Die hier betrachtete Aequivalenz, bei welcher es sich ausschliesslich 
um contragrediente Substitutionen handelt, ist nur scheinbar von geringerer 
Allgemeinheit als diejenige Aequivalenz, welche zwischen Formen^cAaarßit 
von nicht verschwindender Determinante besteht, sobald die beiden Reihen 
von Variablen beliebigen Substitutionen unterworfen werden. Wenn näm- 
lich die Formen A und Ai simultan in B und B^ transformirt werden 
können, so giebt es zwei Systeme P und Q, so dass 

PAQ^^A, und PBQ^B,. 

Werden daher — was zulässig ist — die Determinanten von B und B^ als 
von Null verschieden vorausgesetzt, so ist: 

PAB-'P-' :^ A,Br\ 



Landsberg^ Über FundamentaUysteme und biHneare Formen, 343 

die Formen AB"^ und A^Br^ sind also äquivalent durch contragrediente 
Substitutionen. Daher können beide Arten von Aufgaben auf einander 
zurUckgeftlhrt werden, und die Einschränkung auf contragrediente Substi- 
tutionen ist keine wesentliche. 

Wohl aber macht der bisher ausgeschlossene Fall, dass die Form 
keine elementare ist, eine Verallgemeinerung der Untersuchung nothwendig. 

in. 

Erledigung des allgemeinen Falles. 

Wenn die bilineare Form A = ^««aj^y* keine elementare ist, so 
mögen in dem charakteristischen System: 

3 = (»<J«-«a) 
die Determinanten nter, («— l)-ter, ..., («— y+l)-ter Ordnung resp. die 
grössten gemeinschaftlichen Theiler F(«), F,(«), . . ., Fy_i(5s) haben, während 
der grösste gemeinschaftliche Theiler der Determinanten (ii—y)-ter Ordnung 

FyQs)= 1 ist. Setzt man alsdann: 

ir(-5)-^iW^ !?(*) T^^W. • • •' F,(z) -^"Wi 

so sind die ganzen Functionen Pi(«), PaC«)» ..•? Pr(^) die Elementartheiler 
der Form ^bE—A, und das Product aller Elementartheiler ist gleich der 
Determinante F(z). 

Betrachten wir nun auch hier das Congruenzensystem 

(18.) fi^ JS^zd^k-^ijd^^O (mod.ilf), (••=1,2, ...,«) 

wobei M eine beliebige ganze Function bedeutet, so kann man dasselbe 
zunächst durch elementare Transformationen in eine Gestalt bringen, welche 
die allgemeinste Auflösung sogleich anzugeben gestattet. Wenn man näm- 
lich in dem charakteristischen Systeme 3 zwei Horizontal- oder zwei Ver- 
ticalreihen mit Zeichenänderung vertauscht oder eine Horizontal-, resp. eine 
Verticalreihe, mit einer beliebigen ganzen Function multiplicirt, zu einer 
Parallelreihe hinzuaddirt, so entspricht die Veränderung der Horizontalreihen 
einer unimodularen Transformation der Linearformen /;, die Veränderung 
der Verticalreihen einer unimodularen Transformation der Variablen u^^ und 
das Congruenzensystem (18.) geht in ein anderes über, welches ihm hin- 
sichtiich seiner Auflösung völlig äquivalent ist. Nun kann man durch 
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snccessive Anwendung derartiger elementarer Transformationen stets be- 
wirken*), dass das ursprüngliche System in ein Diagonalsystem übergeht, 
so dass also: 

(19.) (tr,0(*(y«~«.,)(t/,*) = (rf) 

ist, wobei die Systeme (w,*) und (wn) die Determinante 1, das System (d) 
aber ausserhalb der Diagonale lauter verschwindende Elemente hat, während 
die Diagonalelemente snccessive die Elementartheiler /'i(ä), f2(»)? • • m f^y(^)i 
Py^i(z) = 1, . . ., P^(«) = 1 sind. Das Verfahren, welches zu dieser Reduc- 
tion führt, lehrt zugleich, dass jeder Elementartheiler Pa(^) durch den 
nächstfolgenden Pa+i(«) theilbar ist. 

Das Diagonalsystem (d) ist vermöge der invariantiven Bedeutung 
seiner Elemente bestimmt, die Systeme (pn^ und («?<*) aber können stets 
auf mehrfache Weise gewählt werden, und es ist für das folgende von 
Interesse festzustellen, welches die charakteristischen Eigenschaften dieser 
Systeme sind. Nun erkennt man leicht, dass das System der Ufj, folgenden 
beiden Bedingungen genügt: 

1) Es ist für a=l, 2, ..., v: 

(20.) ^^^(i^ik-ctikHa = (mod.P„(2)), = 1,2,...,.) 

2) Die Determinanten yter Ordnung des Systemes: 



haben keinen gemeinsamen Theiler. 

Die zweite Eigenschaft folgt unmittelbar daraus, dass 1%! = 1 ist, 
die erste Eigenschaft aber ergiebt sich aus der Gleichung (19.); bezeichnet 
man nämlich das reciproke System des Systemes (ir^) mit (tr^~'^), so er- 
hält man in der That: 

wo w^ä^^ eine ganze Function der Variablen z ist. Ausser den erwähnten 
beiden Bedingungen brauchen aber die nv Elemente Uta (*^1 2 '") ^^i^re 
nicht mehr zu erfüllen. Denn das System U kann nach einem bekannten 



*) 8. hierüber Kronecker, dieses Journal Bd. 107, S. 135. 
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Satze darch HinzafUgang von n^-v Colonnen stets za einem animodalaren 
Systeme von n^ Elementen ergänzt werden. Die Zusammensetzung der 
Systeme («cJa— ««) und (tiü^) ergiebt alsdann ein System, dessen Deter- 
minante gleich 

F(*) = F,(«)P,(5).../>,(«) 
ist und dessen erste, zweite, . • . , yte Colonne resp. durch Pi(»), P2(»)» • • •? Pr(^) 
theilbar sind. Befreit man also die ersten y Colonnen von ihren Factoren, 
80 erhält man ein unimodulares System (tr^^^), und es ist also: 

wobei (d) dasselbe Diagonalsystem wie vorher bezeichnet; diese Gleichung 
kann aber offenbar sogleich in (19.) übergeführt werden. Ganz analoge 
Bedingungen lassen sich für die Elemente der ersten v Zeilen des Systemes 
(fTflfc) aufstellen. 

Kehren wir jetzt zu dem Congruenzensysteme (18.) zurück, so er- 
kennen wir aus der Gleichung (19.), dass dasselbe durch die Substitutionen: 

(21.) /;'= iir^A. «*<= 2:ui,< «=1,2....,.) 

fc=l Hrsrl 

übergeht in das äquivalente System: 

(22.) ., , _^ r' ,/— n (mod.iJf), 

dessen vollständige Lösung, wie auch der Modul M beschaffen sein möge, 
jederzeit leicht angegeben werden kann. Wir wollen uns hier auf den für 
unser Ziel ausschliesslich in Betracht kommenden Fall beschränken, dass 
der Modul M gleich einem der Elementartheiler Pa(«) ist; dann ist offenbar 

til, f4, ..., Ua beliebig, <^.i durch ^ ''y . , ..., «'„ durch J") \ theilbar, 

««Un •••? ^n durch Pa(») theilbar anzunehmen. Man erhält daher die all- 
gemeinste Lösung des Systemes (18.) für den Modul Jüf = /'«(«) iß ^^r Form: 



(23.) 



P f »^ 



•••+*'^^^-"?!By (mod.P.(Ä)), 

worin die ganzen Functionen ii„, ..., i«« mod.P«(«), die Functionen ^«4-1.«^ • • m ^ra 
resp. mod.P„+i(a), ..., Py(a) in Betracht kommen. Wenn hiernach die 
Gradzahlen der Functionen Pi(ä), . . ., Py(z) resp. gleich pi, . . ., py sind, 
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SO kann man für i,«, .,., kaa beliebige Functionen des Grades Pa—l? Air 
K+ha^ •••? Ka beliebige Functionen mit den Gradzahlen Pa+i— 1? •••? P^*"! 
nehmen and somit die allgemeinste Lösung des Congruenzensystemes linear 
und homogen mit constanten Coefficienten aus 

linear unabhängigen Lösungen zusammensetzen. Hat man also die nr Func- 
tionen Uka C^I'j' '*'y) ^° der allgemeinsten Weise den Bedingungen (20.) 
gemäss zu bestimmen, so erhält man alle möglichen Lösungen aus dem 
einen U, welches vorhin ermittelt wurde, indem man dasselbe mit dem 
Systeme: 



(24.) L = 



^in 


*12? 


^13? 






. . ., Ajy 




"22j 


^23? 






. . ., A^y 


*;• P.W ' 


^^^ P.W 


1 hzy 






. . ., l^y 


X ''■('> 


^' P.W 


1 Kz' 


p.w 

PrW 


? 


. . ., ^yy 


die Functionen X^ß 


(«, /? 


= 1, 


2, 


' ■ M »'), 1 



componirt. Da die Functionen k^ß (a, /?=1, 2, . . ,, y), falls /? ^ « 
mod.P^(«), falls ß<Ca mod.P«(«) in Betracht kommen, so enthält das 
System L im ganzen: 

(25.) «= i:(«Pa+Pa+i+-+p.)=Pi+3;?2+5/i3+-..(2r-l)/i, 

linear und homogen auftretende Constanten, und das allgemeinste System U 
kann daher aus s linear independenten zusammengesetzt werden ; unter diesen 
Systemen erfüllen, wie sich sogleich ergeben wird, nach der Reduction auf 
die absolut kleinsten Reste alle diejenigen die zweite Bedingung, dass die 
Determinanten i^ter Ordnung keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, fUr 
welche die Determinante des Systemes L zu der Function F(z) theiler- 
fremd ist. 

Denken wir uns jetzt die Functionen Ui^, welche bisher nur hinsicht- 
lich ihres Congruenzwerthes mod.P«(a) in Betracht kamen, auf ihre kleinsten 
Reste moä.Pa(i) reducirt, so kann man aus ihnen die n Functionen niedri- 
geren als fiten Grades bilden: 
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Dann kann man beweisen, daas diese n Functionen ein Fnndamentalsystem 
ftir Functionen (»— l)-ten Grades bilden« Gäbe es nämlicb eine Relation 
der Form: 

Ic^fi* = 

mit Constanten Coefficienten c^, so würde hieraus zunächst folgen, dass 
j;cj,u^i^O (mod.Pi(a)) ist, und dies ist nur möglich, wenn £cj,Ui,x = i) ist, 

weil die Function auf der linken Seite der Gleichung von niedrigerem 
Grade als Pi(») ist. Durch Fortsetzung des Verfahrens folgen dann suc- 
cessive die Gleichungen: 

(27.) j; c,u,i =^0, i; c,ti,2 = 0, • . ., Zc.Uj^ = 0. 

Wenn nun der grösste gemeinschaftliche Theiler der Determinanten i^ter 
Ordnung des Systemes 

« = («.-) C:;;t-::::) 

gleich Eins oder auch nur zu F(z>) relativ prim ist, so kann man es zu 
einem quadratischen Systeme (%) ergänzen, dessen Determinante zu F(») 
theilerfremd ist. Die Composition der Systeme 

3' = (**^-«'-) und (IIa), a*«i,v...-) 

von welchen das erste n+l Zeilen und n Colonnen enthält, würde alsdann 
zufolge der Gleichungen (27.) ein System von (n+l) Zeilen und n Colonnen 
ergeben, dessen erste, zweite, . . ., rte Colonne resp. durch /'i(»), iP2(«)i . -., P,,(ä) 
theilbar sind, und folglich würde jede Determinante nter Ordnung des Systemes 
3' durch F(ä) theilbar sein. Bezeichnet man also, wie vorher, die Unter- 
determinanten des Systemes 3 nii* ^a(«)? so wäre für • := 1, 2, . . ., « 

2:c,F,,(z) = (mod.F(5)), 

also auch, weil die Function links von niedrigerem als dem nten Grade ist: 

2:ctFj.(z) = 0. « = i, 2. ...,!•) 

Das ist aber unmöglich, und folglich bilden die Functionen tii, ti2, . • ., u^ in 

der That ein Fnndamentalsystem. Die Anwendung dieses Schlussverfahrens 

setzt, wie man bemerkt, nur voraus, dass der grösste gemeinschaftliche 

Theiler der Determinanten i'ter Ordnung des Systems U zu F(a) relativ 

prim sei ; daher führen in der That, wie vorher behauptet wurde, auch alle 

44» 
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diejenigen Systeme zu einem Fundamentalsysteme, welche durch Zusammen- 
setzung mit einem der Systeme (L) in (24.) entstehen, vorausgesetzt nur, 
dass auch die Determinante von (L) zu.F(i5) relativ prim ist. 
Hat man nun zwei bilineare Formen: 

A = ^ct-^x.y, und B = -2;/?,*a?,y, 

ik ik 

mit den gleichen Elementartheilern /^iC«), . . ., Pr(^) gegeben, so bestimmt 
man auf dem angegebenen Wege zur ersten Form das Fundamentalsystem: 

(26.) U, = «a + W.^Pi(«)+«oPi(«)/'2(«)+-+«..Pi(«).../'.-i(Ä), (* = i. 2, ...,•) 

zur zweiten das Fundamentalsystem 

(26*.) V, - r.i+t?a''i(«)+t^«''i(«)P2(Ä)+-+r.>Pi(«)...P.>i(«), (^«1,2.....«) 
derart, dass für a = l, 2, ..., v die Congruenzen: 

(27.) zUia ^ i: ctikti^a und se^a ^ üßik^ka (mod.Pa(«)) (« = ^2. .... «> 

gelten. Diese beiden Fundamentalsysteme hängen durch die Gleichungen: 

(28.) Ui = 2:pik^k c« = i, 2 «) 

zusammen, worin die Coefficienten (p^) von z unabhängig sind und eine 
von Null verschiedene Determinante haben. Setzt man in die letzte Glei- 
chung für Ui und r^ ihre Werthe aus (26.) und (26*.) ein, so erhält man 
die Relationen: 

(28*0 «I. = ^paf>ka. («='2; ::;::) 

Diese Gleichungen, in Verbindung mit den Congruenzen (27.) ergeben aber 
die Congruenzen: 

^Pikßkl^la = ^f^ikPkfila (m0d.Pa(»)), at, 1 = 1. 2. ...,«) 

welche nach einer vielfach angewendeten Schlussweise nur in der Weise 
erfüllt sein können, dass die Gleichungen: 

^Pikßkl^la = ^(^ikPkl^la (M, 1 = 1, 2. ...,.) 

für a = 1, 2, . . ., V gelten. Vereinigt man diese v Gleichungen, indem 
man jede mit Pi(a)...Pa-i(«) multiplicirt und über a= 1, 2, .. ., y summirt, 
so erhält man: 

Zf^Xnpikßki- 2:a,r,p,^ = 0, = 1,2 n) 

Gleichungen, welche, weil ©i, t?2? • • .7 <?« ein Fundamentalsystem bilden, 
nur in der Weise erfüllt sein können, dass 

^Pikßki = ^(^ikPkt 0,*,i- 1.2, ...,«) 
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ist. Also ist in der That: 

(29.) AP = PB, 

d. h. die Form A kann auf rationalem Wege durch eontragrediente Sub- 
stitutionen in B übergeführt werden. 

Handelt es sich schliesslich darum, tUle Lösungen der Gleichung: 

(29\) AX = XB 

.zu finden, so erkennt man, genau wie im vorigen Abschnitte, dass man die- 
selben erhält, indem man das Fundamentalsystem <?i, «2, . . ., ^n festhält und 
das aus irgend einer Lösung der Congruenzen: 

(27\) zu,^ = i a^ul (mod.P«(Ä)) C = !; l] Z 

hervorgehende Functionensystem 

(26\) ii; = «^:i+i#«Pi(Ä)+ti:3''i(«)/'2(«)+---+w;.Pi(«)...''v-i(Ä), 0=1.2,....») 

in welchem die Function u[a auf ihren Rest mod.P«(») reducirt gedacht ist, 
linear und homogen durch die f>i ausdrückt: 

In dem einfachsten Falle, auf den sich alle anderen zurückführen lassen, 
dass B = A ist, hat man also das zu der allgemeinsten Lösung der Con- 
gruenzen (27*.) gehörige Functionensystem wj, f4, . . ., u[ linear und homogen 
durch das Fundamentalsystem «i, th^ ..., K auszudrücken. Das Func- 
tionensystem fil, f4, ..., ul lässt sich aber, wie vorher bewiesen, aus 

« = Pi+3p2H \-(2v'-l)py particulären Lösungen mit willkürlichen Coeffi- 

cienten zusammensetzen. Folglich kann auch das allgemeinste System X 
linear und homogen aus s particulären Lösungen Jfj, Xz^ . .,^ X, zusammen- 
gesetzt werden, derart dass: 

X = k,X,+X,X,+-'+l,X. 

und Ai, A2, ..., A, beliebige Constanten sind. Also gilt der Satz: 

Besitzt das charakteristische System der Form A die Elementartheiler 
Pi(a), P2(ä)? «'m Pv{^)'i deren Gradzahlen resp. pi, pj? ••.? P^ ^^^ mögen, 
so giebt es im ganzen: 

8 = p, + 3p2+5p3+-+(2r-l)p, 
linear unabhängige Formen, tcelche mit A vertauschbar sind. 

Heidelberg, 21, August 1895. 
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lieber den grössten gemeinsamen Theiler 

aller Zahlen, welche durch eine ganze Function von 

n Veränderlichen darstellbar sind. 

(Von Herrn K. Mensel.) 



in den Abhandlungen der Akademie der WissenBchaften zu St Peters- 
burg hat F. Bouniakoesky eine grosse Untersuchung veröffentlicht*), in 
welcher der grösste gemeinsame Theiler aller durch eine ganze ganzzahlige 
Function einer Variablen darstellbaren ganzen Zahlen bestimmt wird. Ab- 
gesehen davon, dass es dem Verfasser, wie er es selbst ausspricht, nicht 
gelungen ist, seine Resultate auf die entsprechende Frage für Functionen 
mehrerer Variablen auszudehnen, sind diese Ergebnisse selbst und die 
Methoden zur Bestimmung dieses Theilers der völlig elementaren Natur 
des Gegenstandes nicht angemessen. 

Da dieser Frage auch in einigen anderen Gebieten der Mathematik 
eine gewisse Bedeutung zukommt, so will ich im Folgenden eine ganz 
elementare Lösung der allgemeinen Aufgabe für n Variable kurz ausein- 
andersetzen. Im zweiten Abschnitte schliesst sich eine kurze Untersuchung 
derjenigen Functionen von gegebenem Grade an, für welche der Theiler 
aller dargestellten Zahlen möglichst gross ist, sowie eine Darlegung 
der Eigenschaften jener Maximaltheiler. Dieser Theil der Untersuchung 
ist hauptsächlich deshalb hinzugefügt, weil die bei dieser elementaren 
Frage eingeführten Begriffe auch in weit tiefer liegenden Fragen aus der 
Theorie der algebraischen Functionen und der Abelschen Integrale von 
grundlegender Bedeutung sind, wie ich in einer kürzlich veröffentlichten 
Arbeit**) näher dargelegt habe. 

*) F. Bouniakoüsky, Sur les diviseurs numeriques invariables des fonctions ration- 
nelles entieres. M^moires de l'Academie imperiale des sciences de St.-Peter8bourg. 
VI. Sine t. VIII p. 305-329. 

**) Ueber einen neuen Fundamentalsatz in der Theorie der algebraischen Functionen 
einer Variablen; dieses Journal Bd. 115 S. 254. 
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I. 
Ist F{u) eine ganze ganzzahlige Fanotion des nten Grades von 
u, so ist der grösste gemeinsame Theiler aller durch F(u) darstell- 
baren Zahlen, d. h. der Zainen 

F(Ä) (*-<), ±1. ±2....) 

gleich dem grössten gemeinsamen Theiler von irgend welchen n+l 
Zahlen F(A) unter ihnen, deren Argumente auf einander folgen, also 
z. B. gleich dem Theiler der n+l Zahlen F(0), F(l), ..., F(n). 
Um diesen Satz z. B. für A = 0, 1, ..., « zu beweisen setze ich: 

^^äW - A(Ä-1)... 1 (-i; ...(Ä-n) 

dann ergiebt sich aus der zweiten Darstellung unmittelbar, dass jede dieser 
fi+1 Functionen für alle ganzzahligen Werthe von u ebenfalls ganzzahlige 
Werthe annimmt, obwohl ihre Coefficienten rationale Brttche sind. Anderer- 
seits besteht aber nach der LagrangeBohen Interpolationsformel die Identität 

F(u) = SV(Ä)./7,(fi), 

und hieraus folgt fUr jeden ganzzahligen Werth von k: 

F(Ä) = lF{h)n,(k), 

d. h. der grösste gemeinsame Theiler aller Zahlen F{k) stimmt mit dem- 
jenigen der n+\ Zahlen F(0), F(l), ...^F(n) überein; offenbar kann der 
Beweis genau ebenso flir irgend welche n+l auf einander folgende Zahlen 
geführt werden. Endlich bemerke ich noch, dass derselbe Safez auch in 
dem Falle besteht und wörtlich ebenso bewiesen wird, wenn F(fi) nicht 
ganzzahlige, sondern rational gebrochene oder auch algebraische Coefficienten 
besitzt. Die hier angegebene Zahl n+l der speciellen Punctionswerthe ist 
aber die kleinste, welche im allgemeinen zur Bestimmung jenes Theilers 
nothwendig und hinreichend ist, denn die specielle ganze Function 

F(u) = ti(»-l)...(«-ii+l) 
verschwindet z.B. für die n ersten Zahlen 0, 1, ..., «— 1, wahrend erst 
F(n)^n\ in diesem Falle den gesuchten Theiler ergiebt. 

Durch Anwendung der Lagrange^(ü\iQTi Interpolationsformel für mehrere 
Veränderliche kann nun genau ebenso der folgende allgemeine Satz be- 
wiesen werden: 
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Es sei F(tii, «2, ...,ii^) eine ganze Function von r Variablen mit 
ganzen oder rational gebrochenen oder auch algebraischen Zahlcoef- 
ficienten, welche allgemein in Bezug auf ti^ vom fixten Grade ist 
Dann ist der grösste gemeinsame Theiler aller durch F(fii, ...,ii^) 
darstellbaren Zahlen F(Äi,..., äJ gleich demjenigen der(iii+l)...(«^+l) 
Zahlen F(Ai, . .., A^), wenn allgemein A, irgend eine Reihe von «,+1 
auf einander folgenden ganzen Zahlen durchläuft; und dies ist die 
kleinste Anzahl von Functionswerthen, aus welchen jener grösste 
gemeinsame Theiler im allgemeinen bestimmt werden kann. 
Als Beispiel werde der grösste gemeinsame Theiler aller durch die 
Function: 

f(u) = «^-11^+2520 
darstellbaren ganzen Zahlen aufgesucht, eine Aufgabe, die auf S. 323 — 326 
der Bouniakof>sky^cheu Abhandlung sehr umständlich behandelt wird. In 
diesem Falle braucht man nur den Theiler der flinf ganzen Zahlen 
f(0), /(l), /(2), f(S), f(4:) aufzusuchen, da dieser wegen /(-ti) = -/(«) mit 
demjenigen der neun Zahlen /"(O), /(±1), ..., /'(±4) übereinstimmt Der 
gesuchte Theiler ist also 504. 

Als zweites Beispiel betrachten wir die a. a. 0. ebenfalls nicht sehr 
einfach behandelte Function von zwei Variablen: 

Hier kann man anstatt der 25 Zahlen 

/"(A, Ä) (Ä.fc=^U,±l, ±2) 

nur die eine einzige /'(2, 1) = 30 betrachten, da für diese Function offenbar 
die Gleichungen: 

f(u, f>) = tra^, ±f>) = -/^(r, u% f{u, ti) = 
bestehen. Der Theiler ist also gleich 30. Aehnlich kann die Anzahl der 
zu untersuchenden Zahlen in den meisten Fällen beträchtlich reducirt werden. 

II. 

Im Folgenden soll unter dem Zahlentheiler einer ganzen ganzzahligen 
Function von einer oder mehreren Variablen der im vorigen Abschnitt be- 
stimmte grösste gemeinsame Theiler aller durch sie darstellbaren ganzen 
Zahlen verstanden werden. 

Es sei nun 
(1.) U,{u), U,(ul U,(u), . . . 
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ein System ganzer ganzzabliger Functionen von u vom 0, 1, 2, ... Grade, 
in welchen der CoeMcient der höchsten Potenz von u gleich Eins ist, und 
deren Zahlentheiler 

iV. N,, iV„ . . . 
möglichst gross sind. Ein solches System soll ein Fundamentalsystem für 
die ganzen Functionen von u genannt werden. Man erkennt sofort, dass 
solche Systeme existiren, und dass eines von ihnen das folgende ist: 

(/.(«) = u(u—\)...(u—%+l\ « = 0,1.2,...) 

wenn U^(u) = 1 angenommen wird. Hier sind offenbar die Zahlentheiler 

iV< = •! (< = ü,i. 2,...); 

da nämlich jede aus den n ersten Functionen t7„, üj, . . ., l/^.i der 
Reihe (1.) für « = 0, 1, . . ., 5—1 gebildete Determinante »ter Ordnung: 

Dn = Wi(k)\ «,t = ü, 1,...,«-!) 

nach der über diese Functionen gemachten Voraussetzung durch das Product 
iVo.A'i...iV..i der n ersten Zahlentheiler theilbar ist, und da andererseits 
jene Determinante Z>. auch in der Form geschrieben werden kann: 

Z), = |i*|=l!2!...(5-1)! 
so können die Maximaltheiler iV^ jedenfalls nicht grösser sein als i!; und 
da die oben eingeführten speciellen Functionen Ui(u) jene Zahlentheiler 
wirklich enthalten, so ist die Richtigkeit der obigen Behauptung bewiesen. 
Jede ganze ganzzahlige Function F(ji) von u kann durch die Ele- 
mente irgend eines Fundamentalsystemes eindeutig in der Form: 

f(h) = ^i;o+Af/i+-+^.ü. 

dargestellt werden, in welcher die Coefficienten ^, .«., ^ bestimmte ganze 
Zahlen sind. Aus der Natur des Fundamentalsystemes folgt dann ohne 
weiteres der Satz: 

Eine ganze Function F(u) besitzt dann und nur dann den Zahlen- 
theiler Q, wenn bei ihrer Darstellung durch das Fundamentalsystem 
Uo^ Vu '" jeder der Summanden A^Ui für sich jenen Theiler enthält, 

wenn also allgemein Ai durch ~f theilbar ist 

Besässe nämlich irgend eine Function F(ti) einen grösseren Zahlen- 
theiler, als den grössten gemeinsamen Divisor von (A^, . . ., ^i!, . . .) so könnte 
man das System (i/o, ..., f/r^..-, ü«, ..) durch ein anderes (ÜI,, ..., U^, ..., ü«, ...) 
ersetzen, in welchem ein Element Ur einen grösseren Zahlentheiler besässe als 
Ur, d. h. das erste System wäre noch kein Fundamentalsystem. Benutzt man, zur 
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Darstellung von F(u) das specielle Fundamentalsystem l/i = «(ii— 1)...(m— t+1) 
und bestimmt hier die Werthe der Coefficienten Ai, so erhält man die be- 
kannte Newionsche Darstellung von F(u) durch die Factoriellen von «. 

Die soeben gefundenen Maximaltheiler iVo, iVi, iVj, ... sind die 
Elementartheiler des ins Unendliche fortgesetzten Systemes: 

'1 . . 

111'.. 

S = 1 2 2' . . 

13 3'.. 



denn formt man dasselbe durch geeignete Verbindung seiner Colonnen in 
das folgende um: 

S' = (U,(h), f7,(Ä), l7,(Är), ...> (* = u.i,2,...) 

wo wieder £/.(ti) = «(ti— l)...(ti— 1+1) gesetzt ist, so bleiben die Elementar- 
theiler von S ungeändert Offenbar ist aber S' ein ins Unendliche fort- 
gesetztes Dreieckssystem, dessen Diagonalglieder beziehlich 1, 1!, 2!, 3!, ... 
sind, während jedes andere Element desselben durch das in seiner Yertical- 
reihe stehende Diagonalglied theilbar ist; und hieraus folgt sofort die Richtig- 
keit des oben aufgestellten Satzes. Derselbe bleibt offenbar unverändert 
gültig, wenn man unter S das ganze System 

S = (1, Ä, Ae, Ä^, ...) (*=ü^±i,±2,...) 

flir alle positiven und negativen ganzen Zahlen k versteht 

Da jede Determinante »ter Ordnung von (S) durch das Product 
l!2!...(ii— 1)! seiner n ersten Elementartheiler, hier also durch seine erste 
Hauptunterdeterminante derselben Ordnung theilbar ist, so ergiebt sich der 
allgemeine Satz: 

Die Discriminante 

von n beliebigen ganzen Zahlen ist stets durch die Discriminante 

^(«-*) ( i^k ) 

der n ersten ganzen Zahlen theilbar. 
Die hier nur fllr eine Veränderliche abgeleiteten Resultate können 
unmittelbar auf den Fall von r Variablen ausgedehnt werden. Man findet 
hier sofort das Resultat: 
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Bilden (7o(t«), Ui(ti)^ ... ein Fundamentalsystem für die ganzen 
Functionen von einer Variablen, so bilden die Pxoducte: 

Ui(Ui) . Uj,(U2) «. * =- ü, 1, 2, .. .) 

ein Fundamentalsystem für die ganzen Functionen von zwei Ver- 
änderlichen etc. 
Und hieraus folgt weiter: 

Die ganze Function der r Variablen: 

F(«„ ...,«..) = l^.,(«0...^.,(«.) 
besitzt unter allen Functionen, welche in Bezug auf t^i, .. ., ti^ bezw. 
von demselben Grade sind, den grössten Zahlentheiler, und dieser 
ist gleich («i!...»^!). 

IIL 

Will man eine ganze Function F(u) nur auf ihre Theilbarkeit durch eine 
Primzahl p untersuchen, so ist es bequemer anstatt eines absoluten Funda- 
mentalsystemes ein solches fUr den Modul p zu Grunde zu legen, nämlich 
irgend ein System ganzer Functionen des 0, l, 2, . . . Grades, von denen jede 
diese Primzahl möglichst oft als Theiler enthält Ein System Uu, Ui, ... sol- 
cher ganzen Functionen ist also dann und nur dann ein Fundamentalsystem, 
wenn allgemein Ui(u) die Primzahl p ebenso oft enthält als die Zahl (1.2...i). 

Das einfachste Fundamentalsystem modulo p wird auf folgende Art 
gewonnen: Es seien tii, «I2, 113, . .. ganze Functionen des Grades p, p^, p^, ... 
welche durch die folgenden Gleichungen definirt sind: 

Ui = tl** — fl, 

U2 = uf-p'^^'u,, 

dann erkennt man leicht, dass allgemein Ui stets durch die Primzahlpotenz 
p^^ theilbar ist, wenn: 

gesetzt wird. Nimmt man diesen Satz nämlich für ti,.i als bewiesen an, 
ist also fUr jedes ganzzahlige u: 

wo Wi^i eine ganze Zahl bedeutet, so ergiebt sich aus der Definitions- 
gleichung von Ui und aus dem FeriTta^schen Satze: 
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WO auch fCi eine ganze Zahl bedeutet Setzt man also der Gleichförmig- 
keit wegen tis=:tiu9 bo ist das Prodact: 

Ux = Ho*«?'...«** a<=ü,i. ...,p-i) 

eine ganze ganzzahlige Function des Grades 

welche die Primzahlpotenz p' als Zahlentheiler enthält, deren Exponent 
durch die Gleichung: 

bestimmt ist. Bezeichnet man die Zahl X^ welche ja im p-adischen Zahlen- 
systeme geschrieben, die Ziffern Xo, A^, .. ., l,^ hat, durch (A^, ^a-i, . . ., ^i) 
und analog die Zahl ?, die in dem allgemeineren Zahlensysteme (Po? Pu*-^ Ph) 
dieselben Ziffern besitzt, durch [A^, l^-u -m ^]. so ist allgemein: 

Legt man nun den Ziffern i, unabhängig von einander alle Werthe 0, 1, . . .,p— 1 
bei, so erhält man eine Reihe von Functionen U^^ I7i, • • • des 0, 1, . . ., itten 
Grades, wo allgemein: 

Ux = flUf^..«A* 

ist, und die Primzahl p in der Potenz [i^...i„] = — — ^-^ enthält Beachtet 

man aber, dass dies bekanntlich die höchste Potenz von p ist, welche in 
V. enthalten ist, so ergiebt sich in Verbindung mit der oben gemachten Be- 
merkung, dass das hier angeführte System (..l/^-O ein Fundamentalsystem 
modulo p ist 

Man kann aber auch dieses System (..U^..) direct als ein Funda- 
mentalsystem erweisen, wobei sich dann der soeben benutzte Satz über die 
Theilbarkeit von kl als Folgerung ergiebt Zu diesem Zwecke braucht 
man nur zu zeigen, dass eine Summe 

dann und nur dann den Zahlentheiler p^ enthalten kann, wenn jedes der 
Producte Axp^^^'"^^ für sich durch p^ theilbar ist Der Beweis wird einfach 
dadurch geführt, dass an die Stelle der Zahlen tiu, tii, ... die Zahlen 
fTu, tTi, ... in den obigen Ausdruck eingeführt werden, und bietet keine 
weiteren Schwierigkeiten dar. 

Berlin, den 26. December 1894. 
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